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Exercices du chapitre 19:

Applications linéaires

I Généralités
NP

Exercice 1: 1< Les applications suivantes sont-elles linéaires?
fi: rR® — R?
x, 3,2 — @-yy-2)’
fo: RZ — R
x,y) — xy’
fz: RV — RS
(un) —  (ug,ur,uz) ’

f42 E — R
(up) +— limuy,

ol E est 'ensemble des suites réelles convergentes.

)

W\,
Exercice 2: L1 Déterminer une base de I'image et une base du noyau de I'application
linéaire suivante :

R =R (x,))— (x—y,y-x0)

Exercice 3: (x) Montrer que 'application suivante est linéaire :

Rs[X] —
P -

Rs[X]
P-(X+1P

Déterminer une base de son noyau et de son image.

Exercice4: (%)
Déterminer une base de I'image et une base du noyau des applications linéaires suivantes :

1. fI:Rg_’RS) (xry)z)H(x_yry_Z)z_x))
2. pb:C—-C,z—2z+iz.
Exercice5: (%)
On pose E = C°(R) et on définit 'application ¢ par, pour tout f € E, ¢(f) = g avec :

X
VxeR, g(x) :f tf(nde.
0

Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
Est-il injectif? surjectif?

Exercice 6: (x) Soient neN*, meN et A€ C[X] tel que deg(A) = n. On pose :

fi CaalXIxCplX] —
BQ -

Cr+mlX]
P+ AQ.
1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Montrer que f est injective.

Exercice 7: (%)
Montrer qu'il existe une unique application linéaire f de R® dans R? telle que :

£(1,0,00=(0,1), f(1,1,0)=(1,0), f(1,1,1) = (1, D).

Déterminer f et calculer son noyau et son image.

W\,
Exercice 8: =14
Déterminer le rang de 'application :

R* — R3
%,z — X-y+z+t,x+2z—t,x+y+3z—-1) '

Exercice 9 : (x) Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Soient
f,g € L(E,F). Montrer que :

lrgf-rggl<rg(f+g <rgf+rgg.

II Endomorphismes

1
Exercice 10: (%) .

Soit E un [K-espace vectoriel et soit f € £(E). On suppose que f? -5 f + 6Idg = 0. Montrer
que:
E=Xer(f-2Idg)®Ker(f —3Idg).

Exercice 11: (%)
Soient f,g e L(E).

1. Montrer que si g est surjective et E =Im f + Ker g, alors g o f est surjective.
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2. Montrer que si f est injective et Im f NnKer g = {Og}, alors go f est injective.

Exercice 12: (xx%)
Soit f € L(E). Montrer que :

E=Imf+kerfoImf=Imfof,

Im fnker f={0} ©kerf=kerfof.

Exercice 13 : (x) Soit E un K-espace vectoriel, soient f,g € L(E) tels que fog =go f.
Montrer que Ker f et Im f sont stables par g.

W\,
Exercice 14 : | Soit E = R3. On pose e; = (1,0,0), e; = (1,1,0), e3 = (1,2,3), F =
Vect (e, e2) et G =Vect(es).

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
2. Donner I'expression du projecteur p sur F parallelement a G.
3. Donner I'expression du projecteur g sur G parallélement a F.

Exercice 15: (%)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, soit u € L(E).

1. On suppose qu'’il existe un projecteur p telque u=pou—uop.
(a) Montrer que pouop=0puisque uop=0.
(b) Montrer que u?=0.

2. On suppose que u? = 0.

(@) Justifier 'existence d'un supplémentaire F de Im © dans E.
(b) Soit p la projection sur Im u parallelement a F.
Montrer que: u=pou—uop.

Exercice 16: (x%) Soit E un K-espace vectoriel, soient p et g des projecteurs de E.
1. Montrer que p + g est un projecteur si et seulement si pog=¢qgop =0.
2. Montrer que dans ce cas :

Im(p+qg)=ImpelImgqgetKer(p+q)=KerpnKergqg.

Exercice 17: (x%)
Soit E un K-espace vectoriel, soient p et g des projecteurs de E tels que po g = 0.

1. Montrer que r = p + g — g o p est un projecteur.

2. Montrer que :
Kerr =KerpnKerg,Imr=Imp&Img

III Applications linéaires en dimension finie

W\,
Exercice 18: |
On pose E = R3, F = Vect(1,0,0) et G = Vect((1,1,0), (1,1,1)).
Montrer qu'il existe une unique application f € L(E) telle que :

YuekF f(u)=2uetVveg, f(v)=—-v.
Déterminer cette application linéaire.

Exercice 19: (%)
Donner une base de I’espace des suites a termes complexes vérifiant la relation de récur-
rence suivante :

VneN, upisz =2Upo + Ups1 — 2Uy.

Exercice 20: (x)
On pose:
f: RulX] —
P —

Rp[X]
P(X)+ P(X +4).

Montrer que f est un automorphisme.

Exercice 21: (x%)
Soit n € N*, soient ay,..., a,+1 des éléments deux a deux distincts de K.

1. On considere I'application :

[KnJrl
(P(al);---;P(am—l)) ’

¢: KulX] —
P —_—

Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2. On note (ey,...,en+1) la base canonique de K™, Pour k € [[1,n+1]], on pose Ly =
@~ (ep).
Montrer que (Ly,...,L,+1) est une base de K,[X] et donner I'expression de Li en
fonction de ay,..., an+1.

3. Soit P € IK,[X], déterminer les coordonnées de P dans la base (L1,..., L;+1).
Exercice 22: (xx) Soit n € N*. Montrer que :
n (X
VQEeR,[X], IPeR,(X], Q=) PV (5)
i=0

Exercice 23 : (x*)
Soient a, f € C tels que a # . Montrer que :

VAeC[X],IPeC[X],P(X—a)+P(X-p) =A.



Exercice 24 : (x%)
Soit p €N, posons :

E={PeR[X],P(0)=0}, E, ={P€ E, degP < p},

F, ={P eR[X], degP < p}.
1. Montrer que E, E, et Fj, sont des sous-espaces vectoriels de R[X] et que E et F; sont
supplémentaires dans R[X].
2. Soit A:R[X] - R[X], P— P(X+1)-P(X).
(a) Préciser le degré de A(P) en fonction du degré de P.
(b) Montrer que A est linéaire et préciser son noyau.
3. Montrer que A induit un isomorphisme de E sur R[X].

IV Théoréme durang

W7,
Exercice 25: &l
Soit E un [K-espace vectoriel de dimension n, soit u € £(E) tel que u3 = 0. Montrer que :

rg(u)+rg(u2) <n.

Exercice 26 : (x) Soient E,F, G des K-espaces vectoriels de méme dimension 7, soient
feL(E,F)etge L(F,G). Montrer que :

rgf+rgg—n<rg(gof) <inf(rgf,rgg).

Exercice 27 : (xx) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Montrer qu’il existe
u € L(E) tel que Im u = Ker u si et seulement si n est pair.

. %Y
Exercice 28: (xx) .
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7, soient F et G des sous-espaces vectoriels de
E. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe u € L(E) telque Imu = F
etkeru=aG.

Exercice29: (x % x)
Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie, soit f € L(E, F).
1. On suppose que :
Vge LIKEE),fogof=0=>g=0.
Montrer que f est bijective.
2. Calculer, en fonction de p =dimE, n =dim F et r =rg f la dimension de :

H={ge L(FE), fogof=0}.

V Formes linéaires et hyperplans en dimension finie

N
Exercice 30:
Déterminer la dimension de :

F={PeC,[X], P(1) = P'(0).

W\,
Exercice 31: L1~
Soit E un K-espace vectoriel. Soit H un hyperplan de E. Soit F un sous-espace vectoriel de
E tel que H c F. Montrer que :

F=HouF=E.

Exercice 32: (%)
Pour tout M = (m;, ;) € M, (K), on appelle trace de M et on note tr (M) le nombre :

n
tr(M) =) m;;.
i=1

1. Montrer que I'application tr : M, (K) — K, M — tr (M) est une forme linéaire.

2. Déterminer la dimension de :

{M € Mp(K), tr (M) =0}

Exercice33: (x) Soient f et g des formes linéaires telles que : Vx € E, f(x).g(x) = 0. Mon-
trer que :

f=00ug=0.

Exercice 34 : (x*) Soit E de dimension finie. Soit H un hyperplan de E et soit u € L(E).
Supposons que H soit stable par u. Montrer qu'’il existe A € K tel que :

Im(u—Aldg) < H.

Exercice 35: (x%)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n = 2. Soient H; et H, des hyperplans distincts
de E. Déterminer :

dim (H; N Ha).
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