Exemples du chapitre 19:
Applications linéaires

> Exemple 1: Montrer que les applications suivantes sont linéaires :
o IR} —R? (x,),2)—~ (x-3y,x+y—2)
e f:R[X]—R[X],P— XP'
e [TFRR)—R, g— g3)
o fIMyR) — Mo[R), M— AM—-MAou Ae My(R)
e Soit A €K, posons hy : E — E, x — Ax (h) est appelée homothétie de rapport 1).

> Exemple 2: Soit f € L(E) tel que:
VxeE, I €K, f(x) = Axx.

Montrer que f est une homothétie.

> Exemple 3: Déterminer le noyau et I'image des applications linéaires suivantes. Sont-elles injectives ? surjectives?
o fi:R3—R% (x,y,2)— (Xx+),x—2)
o [:RZ2—R% (x,y)— (x+2y,x—)
o f3:R3[X] — R3[X],P— XP'

> Exemple 4: Calculer le rang de 'application linéaire : u: R3 — RS, (x, $2)— X+z,x+y+22,y+2)

> Exemple 5:

1. Onpose:e; =(1,0,1), e2 =(0,1,0) et e3 = (0,0, 1).
Déterminer la projection sur F = Vect (e, e2) parallelement a G = Vect (e3).
2. Onpose F={PeR[X], P(0) = P(1) =0} et G = Vect (X, X — 1). Déterminer la projection sur F parallelement a G.

> Exemple 6: Soit p un projecteur. On pose: f = p+ Idg.
1. Montrer que f est bijective.
2. Soit n €N, calculer f".

> Exemple 7: Soit E un K-espace vectoriel, soient p et g des projecteurs de E. Montrer que :

peq=p
< Kerp =Kerg,
{q°p=q p=Retd
peq=4q
<> Imp=Img.
{QOPZP P I

> Exemple 8: Soit s: R* — R*, (x,y,2, 1) — (x,7,2,2z— t). Montrer que s est une symétrie et déterminer F et G tels que s
soit la symétrie par rapport a F parallelement a G.




> Exemple 9: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f € L(E). Montrer qu'il existe g € GL(E) et p projec-
teurtelque f =gop.

> Exemple 10: Sans utiliser le cours sur les suites, déterminer toutes les suites (u;,) telles que :

VneN, uyio =3uUpi1 —2Up.

> Exemple 11: Soit f € L(R3) tel que f #0 et f2 = 0. Déterminer le rang de f.

> Exemple 12: Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension n. Pour tout p € N, on note :
Ky, =ker fP et I, =Im f?,

ol fP=fofoof.
1. Montrer que :
VpeN, Ky < Kpi1 et Ipi1 < Ip.

2. Montrer qu’il existe un plus petit entier naturel r < n tel que K; = K41.
3. Montrer que :

I =1

4. Montrer que :
VpeEN, Ky = Krip, Iy = Irip.

5. Montrer que :
E=K,olI,

n
> Exemple 13: Soit F = {P € R, [X], Z po (1) = 0}. Déterminer la dimension de F.
k=0




