Corrections:
vacances d’hiver

Probleme facultatif : Révisions d’analyse

1. Etudedu cas|al <1
(@ e SoitleR,ona:
l:al+b©(1—a)l=b©l=%.
. Posonsl:%.SOitneN,ona:

Xpr1—l=ax,+b—(al+b)=alx,-1).

Donc (x, — I) est géométrique de raison a.
e SoitneN,ona:x,—I[=a"(xy—1),ainsi:

b b
xnzan(xo—l)+l=a”(x— )+ )
l-a l-a

(b) Comme |a|<1,ona:lima” =0donc:
li =—.
imx, = -—
() i SoitneN, f(xp+1) = fax,+b) = f(gap(xn)) = f(xn) car f € £(gqp)- Donc:

VneN, f(xn+l) = f(xn)

ii. Ainsi, la suite (f(x5)) est constante. Or f(xp) = f(x). Donc:VneN, f(x,) = f(x).

De plus, comme f est continue, lim f(x,) = f (%) Donc, par passage a la limite :

rw=r(y=)

(d) e« Analyse:supposons qu'il existe f € £(g,,). D’apres la question précédente, f est constante.
o Synthese : soit f une fonction constante égale a c € R. Alors f est continue et: Vx € R, f(x) = ¢ = f(ax+ b).
Donc fe&(gap)-
» Conclusion: £(g,,5) est'ensemble des fonctions constantes.
2. FEtude du cas|al > 1

(@) e« Supposons (1) vraie. Soit x € R, on a, d’apres (1) :

x b x b
G-2)=rleli -2
Donc (2) est vraie.

¢ Supposons (2) vraie. Soit x € R, on a, d’apres (2) :

+b

=f(x—b+Db)=f(x).

a a

f(ax+b):f(ax+b—é):f(x+§—g):f(x).

Donc (1) est vraie.
« Ainsi (1) et (2) sont équivalentes.
(b) Comme (1) et (2) sont équivalentes, ona: £(ggp) =E(81 _b)-

Or, comme |a| >1,0na |%’ <1.Donc, d’apres 1., £(g1 _») est’ensemble des fonctions constantes.
a’ a
Donc £(g,,») est]’ensemble des fonctions constantes.



3. Etude des points fixes de la fonction g lorsque |g'| < K <1
(@) Soit x € R, comme g est cl, d’apres I'inégalité des accroissements finis : |g(x) — g(0)| < K|x — 0] = K|x|. Ainsi
—K]|x| = g(x)—g(0)<K|x|.D’ou:
g0)-K|xl=gx)<g(0)+Klx|.
(b) 1i. Soitx>0,ona:g(x)<g(0)+Kxdoncg(x)—x=<g(0)+(K-1)x.0rK—-1<0donc: xliriloo(g(o)HK_DX) = —o0.
Ainsi :
xlirpw(g(x) —X) = —oo0.
ii. Soitx<0,0ona:g(x)=g(0)+Kxdonc g(x)—x= g(0)+(K-1)x.0r K—-1<0donc: xljl}lm(g(O)+(K—1)x) = +o00.
Ainsi :
xllrpoo(g(x) —Xx)=—+o0.
(c) e Posons h:x— g(x)—x. hestdérivablesurRet:

VxeR W (x)=g'(x)-1=K-1<0.

Donc h est strictement décroissante sur R.
¢ Ainsi & est strictement décroissante et continue sur R. De plus, comme ]l+im h,limh[=] —oo,+oco[,ona:0€
(o¢] —00

Vi i
Donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique L € R tel que h(L) = 0, c’est-a-dire
tel que : g(L) = L.

4. Etude de l'ensemble £(g) lorsque |g'| <K <1

(@) e Soit neN, d’apres l'inégalité des accroissements finis :
|Xp+1— LI =g (xn) — g(L)] = Klxp — LI.
e Donc:VneN, |x,—L|< K" xy—L|.Or|K|<1donclimK" =0 ainsi :
limx, = L.

(b) SoitneN, f(x,+1) = f(g(x,) = f(xn) car f € £(g4p). Donc la suite (f(x,)) est constante.
Or f(xp) = f(x). Donc:VneN, f(x,) = f(x).
De plus, comme f est continue, lim f(x,) = f(L). Donc, par passage a la limite :

f)=f.

(c) e Analyse:supposons qu'il existe f € £(g). D’apres la question précédente, f est constante.
» Synthése : soit f une fonction constante égale a ¢ € R. Alors f est continue et : Vx € R, f(x) = ¢ = f(g(x)).
Donc f e &(g).
¢ Conclusion : £(g) est 'ensemble des fonctions constantes.

5. Etude de l'ensemble £(g) lorsque |g’| =K>1

(@) o SoitxeR,onalg’(x)|=K>1donc g'(x) #0. Ainsi g’ ne s’annule pas sur R et comme g’ est continue, d’aprés

le théoreme des valeurs intermédiaires, g’ est de signe constant sur R.
e Sig' >0, alors g est strictement croissante sur Ret: Vx € R, g'(x) = K.

- Soit x > 0. D’apres I'inégalité des accroissements finis, g(x) — g(0) = Kx donc g(x) = Kx + g(0).
Or K >0 donc lirP (Kx+ g(0)) = +00. Ainsi :
X—+00

XEIPOO g(x) = +o0.

— Soit x < 0. D’apres I'inégalité des accroissements finis, g(0) — g(x) = —Kx donc g(x) < Kx + g(0).
Or K >0donc xlim (Kx+ g(0)) = —oo. Ainsi :
——00

xlirzlw g(x) = —o0.

Si g’ < 0 alors, en appliquant le point précédent a —g, on a g strictement décroissante et :
lim g(x)=-occet lim g(x)=+oo.
X—+00 X——00

(b) e gestcontinue et strictement monotone sur R donc g est bijective de R vers |lim g, lim glou] ljm g limgl.
—00 (e.o] (0.0} —00

Donc g est bijective de R vers R.
Ainsi g admet une bijection réciproque définie sur R.
o Comme g est continue, g~ ! est continue.
Comme g est dérivable et : Yx € R, g’(x) # 0 alors g~! est dérivable.



(]

L]

Soit xeR.Ona: (g~ 1) (x) = Or|g'(g ' (x))| = K donc:

1
g'g )’
VxeR |(g_l)’(x)| < 1

' K

Soit f € CO(R).

fel(g) o VxeR, f(x)= f(gx)
SVyeR fg ' =f() cary=gx)ex=g 'y
o fefgh

* Ainsi £(g) = £(g™1). Or & < 1 donc g~ vérifie 'hypothese 7. Ainsi £(g™") est I'ensemble des fonctions

constantes.
Donc £(g) est'ensemble des fonctions constantes.

6. Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f(x%)

(a)

(b)

L]

g est dérivable et Vx € R, g'(x) = 2x.
Ona ljm Ig/(x)l = +oo donc |g’| n’est pas majorée, ainsi g ne vérifie pas H.

On a g??O) =0 donc |g’'| n’est pas minorée par une constante strictement supérieure a 1 donc g g ne vérifie
pas H'.

Pourn=0,x,=x=x"“. ;
Soit 7 € N. Supposons que x,, = x'/2". Alors :

1/20

1/2"\1/2 1/2n+1
Xps1=VXp =" )" =x .

. n
Dong, par récurrence : VneN, x;, = x12"

Onalimx, =x"=1carx>0.

(c) SoitnmeN, f(xp41) = fxf,ﬂ = f(xpn).
e Analyse : supposons qu’il existe f € £(g).

(d)

L]

- Soit x > 0 d’apres la question précédente, la suite (f(x,)) est constante.
Or f(xp) = f(x). Donc:VneN, f(x,) = f(x).
De plus, comme f est continue, lim f(x,) = f(1). Donc, par passage a la limite : f(x) = f(1).
Donc f est constante sur R**.

— Soit x <0, comme —x>0

f)=fxA =f((-0° = f(=x) = fQ1).

Donc f est constante sur R™*.
- Comme f est continue sur R, f est constante sur R.
Synthese : soit f une fonction constante égale a ¢ € R. Alors f est continue et: Vx € R, f(x) = ¢ = f(g(x)).
Donc fe&(g).
Conclusion : £(g) est]’ensemble des fonctions constantes.

7. Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f(e*)

(a) Ona: f(0) = f(e% = f(1).

(b) Soit x<0, f(x) = f(e*) et, comme x <0, e* € [0,1].

(c

(d)

L]

Onsaitque:VxeR, e*=x+1.Donc:VneN, e’ = x,+ 1. Ainsi: VrneN, x,11 = X, + 1> xp.
Donc (x,) est strictement croissante.

Soit keN,ona: x4 —x; = 1.
n-1 n-1

Dong, soit neN*, Y~ (xgp1 —xp) = ) 1.
k=0 k=0

Donc, par somme télescopique : x,, — xo = 1, d’'ol1 X, = x¢ + n. Donc:
lim x,, = +o0.

In est continue et strictement croissante sur 1x,+1, X,+2] donc In est bijective de | x;,+1, Xp+2] vers [ In(x,+1),In(x,42)] =

1%Xn, Xp+1l
Soit x €]x,+1, Xp+2],0na: f(lnx) = f(el“x) = f(x) et, d’apres le point précédent, In x €]x,, X;,4+1]-

Montrons que, pour tout 7z € N, il existe une unique fonction f définie sur | —oo, x,+11, continue sur | — oo, x;,]
qui coincide avec ¢ sur [0, 1] et qui vérifie : Vx €] — oo, x,], f(x) = f(e®).
— Pourn=0.
* Analyse : Supposons qu'il existe f définie sur ] — oo, 1], continue sur ] —oo,0] qui coincide avec ¢ sur
[0,1] et qui vérifie : Vx €] — o0, 0], f(x) = f(e¥).
Soit x €] —00,0], comme e* € [0,1],0ona:

fx) = fe*) =p(e).

Et, soit x €]0,1], ona: f(x) = @(x).



f: l-001] — R
* Synthese : Posons pe*) six<0
X - .
@(x) sixe[0,1].
Alors, comme ¢ est continue :

lim f(0) =) =¢(0) = £(0) et ,}i‘{ﬁ f(x) =¢(0) = f(0).

Donc f est continue en 0.
Comme f est continue sur ] — oo, 0], f est continue sur | — oo, 0].
De plus : Vx €] —o00,0], f(x) = @(e*) = f(e*) et f coincide avec ¢ sur [0, 1].
* D’ou l'existence et 'unicité de f pour n =0. _
- Soit n € N. Supposons le résultat vrai au rang n. Notons f la fonction obtenue au rang n.
* Analyse : Supposons qu’il existe f définie sur | — oo, x,+2], continue sur | — oo, x,+11 qui coincide avec
@ sur [0, 1] et qui vérifie : Vx €] — 00, Xp+1]1, f(x) = f(e¥).
Alors f vérifie ces propriétés sur ] — oo, x,+1] donc, par unicité : Vx €] —oo, x+11, f(x) = f(x).
Soit x €]x,+1, Xp+2],alors f(x) = f(Inx) avec Inx €]x,, x,+1] donc f(x) = f(lnx).
i ]l-oo,xpe2] —
* Synthése : Posons - { ]f (x) SixX<Xxpi1
flnx) six>xpq.
Alors f est clairement continue sur | — oo, X411 \ {x;}. De plus, comme f est continue sur ] — oo, x;] :

lim_f(x) = flnxy) = fe™) = Flx,) = fxn),

Jlim f(x) = Fxn) = flxn).

Donc f est continue en x;,.
Ainsi f est continue sur ] — oo, X;4+1].
De plus, f coincide avec f donc avec ¢ sur [0, 1].
Enfin,
- Soit x €] — 00, X1, f(x) = f(x) = f(e¥) = f(x) car e* < x;41.
- Soit x €]xp, Xp+1], f(x) = f(x) = f(n(e¥) = f(e*) car e* > xp41.
Donc f convient.
» D’ol]'existence et 'unicité de f aurang n+ 1.
— On a donc montré le résultat par récurrence sur 7.
e Comme limx; = +oo0, le résultat est vrai sur R, donc il existe une unique fonction f € £(exp) qui coincide
avec ¢ sur [0,1].
» Ainsi £(exp) est 'ensemble des fonctions ainsi construites qui coincident avec une fonction quelconque ¢
continue sur [0, 1] telle que ¢(0) = p(1).



