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PCSI 1 Devoir a la maisonn®6:
Arendre pour le : lundi 13 janvier
Les résultats doivent étre encadrés.
Si vous ne souhaitez pas étre noté, merci de le préciser sur votre copie.

Probleme1:
On se propose d’étudier la suite réelle (u,) ;>0 définie par :

up=0,u;=0,u =1,

VneN, upiz =2uUpsi2 — §un+1 + lun
4 4
On pose :
Un+2
VneN, X, =] up+1
Up

1. (a) Déterminer X et X;.
(b) Déterminer A € M3 (R) telle que :
VneN, X, = AX,.

(c) En déduire, pour tout n € N, 'expression de X, en fonction de 7 et des puissances de A.

2. Onpose:
1 1 4
P=|1 2 4
1 4 0
(a) Montrer que P est inversible et déterminer P
Onpose T =P~ 1AP,
(b) Exprimer, pour tout n € N, A” en fonction de T".
(c) Montrer que :
1 2 0 0
T=-| 0 1 2
2 0 0 1

3. (a) Sansaucun calcul, que pouvez-vous dire de 'expression de T" en fonction de n, pour tout n € N?
(b) Déterminer, pour tout 7 € N, '’expression de T" en fonction de 7.
(c) En déduire, pour tout n € N, 'expression de A" en fonction de n.

4. (a) Déduire des questions précédentes, pour tout n € N, 'expression de u; en fonction de n.
(b) Déterminer la limite de la suite ().

Probléeme 2:
Le but du probléme est de déterminer les fonctions continues sur R telles que :

(E) V(X eR? fx+y) fx—y) = fx)?*f(y?2.

1. Déterminer toutes les fonctions constantes vérifiant (E).
On considere dans toute la suite f € C°(R) non constante vérifiant (E).
2. Montrer que f(0) =1 ou f(0) =—1.
3. Montrer que si f vérifie (E) alors — f vérifie (E).
On considére dans toute la suite que f(0) = 1.
4. (a) Montrer que:Yxe€R, f(x) #0. On pourra raisonner par I'absurde et calculer f(5) pour n € N.
(b) En déduire que: VxeR, f(x) >0.
5. Etudier la parité de f.
6. On pose ¢ =Inof.
(a) Montrer que ¢ est définie et continue sur R.
(b) Donner une équation fonctionnelle vérifiée par ¢.
7. Onpose A =¢(1).
(a) Montrerque:VneZ, ¢(n)= An?.
(b) Montrerque:VxeR,VneN, ¢(nx) = nz(p(x).
(c) Endéduire que: Vx € Q, ¢(x) = Ax%.
(d) En déduire que : Vx € R, ¢(x) = Ax%.
8. Conclure.
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