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Equations différentielles

I Equations différentielles linéaire du premier ordre

W\,
Exercice 1: JARY
Appliquer la formule du cours.
1. Solution : x — %, AER

2. Solution : x— Ae™V/** 1 eR
W7,
Exercice2: 13
Chercher une solution particuliere de la forme x — Acosx + Bsin x.
Solution : y(x) = —% cos(x) — % sin(x) + Aexp (%)

W\,

Exercice 3 : JARY

. (R - R
1. Solutlon.{ x — Aexp(x®)+chx ,)LER}
. (R - R
2 Solutzon.{ x — Aexp(cosx)+2cosx+2 ’AER}
SUZENY,
Exercice4: 4 W

1. Commencer par réfléchir au degré du polyndme recherché.
Solution : x— x—-2

. 1-1,400[ — R
2. Solutzon.{ X = Ax+Dlet+x—2

3. Solution: x— (x+ el ™ +x-2

,/IE[R}

1
Exercice 5: (x*) .

Analyse : Supposons qu'il existe f: R — R dérivable telle que: Vx e R, f'(x) f(—x) = 1.
Posons: Vx € R, g(x) = f(x) f(—x). Alors, on montre que g’ = 0, donc, il existe A € R tel que :
VxeR, f(x)f(—x) = A, ainsi, on montre que : VxR, f'(x) = %f(x).

En résolvant cette équation différentielle, ona: VxeR, f(x) = ue%x , HER.

Synthese : Posons: Vx eR, f(x) = ue%x, LUER.

Alors Vx € R, f/(x)f(x) =.... Donc f estsolution ssi ; = #
Conclure.
Soluti ~ R*
N YHE
olution —  pexp % H

Exercice6: (x)
Résoudre la premiére équation différentielle et injecter les solutions dans la seconde.

. R - R
Solutzon.{ X — Ax—1e ,/le[R}

N%

Exercice7: (x x %) 3
Raisonner par analyse-sytnthese. Commencer par prouver que f est dérivable sur R en cal-
culant les limites des taux d’accroissements. Le calcul de la dérivée conduit a une équation

différentielle.
R

Solution : Axe® A€ IR}

W\,
Exercice 8: L1
Résoudre y' + y =2e* et y' + y = 4sinx + 3cos x et appliquer le principe de superposition.
1

Solution : x— Ae™* +e* — 5 cosx + % sinx, xeR

Exercice 9: (%)

1. Utiliser le principe de superposition et déterminer de quelle forme il faut chercher les
solutions particuliéres.
lution - R —- R
So utton.{ — Ae '—3cost+ysint—2cos2r+2sin2t ’
2. Trouver une solution évidente.
- R A€ R}
Aexp(—Arctan t) + Arctant — 1

AER}

Solution :

t —
NP
Exercice 10: AR
a. Utiliser la méthode de Varziation de la constante.
; . _1 X X —2X
Solution : y(x) = 1-3+t5+ Ae
b. Utiliser la méthodezde variation de la constante.
Solution : y(x) = (% + x+A)e*

W\,
Exercice 11: JARY
Utiliser la méthode de variation de la constante.

. 2 2 2
1. Solution:x— %-e* '+ e /2, 1 eR



—A+x
x(x-1)’

2. Solution : x — ALER

4
3. Solution : x— Ax?+% +2x3+2x+3, L€R

NZ

Exercice12: (%) R
a. Utiliser la méthode de variation de la constante.
Solution : y(x) = Mx—1) + (x-1)In %5

b. Utiliser la méthode de variation de la constante.
Solution : y(x) = e * + e *In(1 + &%)

Exercice 13: (k%) =
Utiliser la méthode de variation de la constante.
Solution : y(x) = % +Alnx

II Equation différentielle linéaire du second ordre a coeffi-
cients constants

|
Exercice 14 : bﬁ
Appliquer les théoremes du cours.
1. Solution : x — Ae* +pe 3%, L, ueR
2. Solution: x— Ax+ e ¥, L ueR
3. Solution : x — Acos(v3x)e ¥ + usin(\/gx)e’x, ALueR
4. Solution : x— AeT171V3x 4 o1+ 3 e
5. Solution : x — Ae'* + ue(l’i)x, ALueC

Exercice 15: (x%)

Faire différents cas selon le signe du discriminant associé a 'équation caractéristique. Re-
marquer que les solutions sont bornées ssi leur limite en +oco est finie.

Solution : (a,b) € R*)?\{(0, 0)}

Exercice 16: (x%)
Poser z(t) = y(sin t) et montrer que z” + z = 0.
Solution : y(x) = Ax+ BV1— x2.

Exercice 17: (% *)
Montrer que 2’ — z =0.
Solution : y(x) = Ae**'12 4 Be=*~*12,

N%

Exercice 18: (x%) 3 Poser z(f) = y(tant) et montrer que z" + m?z = 0.

Solution : 4 &~ — B ALueR) et =2 :
otution x +— Acos(mArctanx) + usin(mArctanx) ’ M et pour m = ’
{ R — R A R}
1-x% x WHE
x o= /11+xz+2 1+x2

Exercice 19: (x%) 3
Montrer que z”/ +2z' +z=0.
Solution : y(x) = Ae™" + B4,

by -
Exercice 20: (%) LW

Analyse : Supposons qu'il existe f dérivable sur R telle que Vx € R, f'(x) = f(—x).
Montrer que : VxR, f”(x) + f(x) =0.

Résoudre I'équation y" + y = 0.

Ainsi, il existe A, p € Rtels que : Vx € R, f(x) = Acos(x) + usin(x).

Synthese : Posons: Vx € R, f(x) = Acos(x) + usin(x), A, p e R.

Montrer que : VX €R, f'(x) = f(—x) ssi A = p.

Conclure. Solution : {x — A(sinx + cos x), A € R}

Exercice 21 : (x%)
Raisonner par analyse-synthése et calculer f” pour obtenir une équation différentielle
d’ordre 2.

Solution:SiaE%modn,{ R - R . ,,uelR{}
x ~— psinx
- R

R
Sia # 2 modr, JUER
#omotn {57 Lot -xeg) #ER)
W\,
Exercice 22: L1
Cherche une solution particuliere de la forme vue en cours.

1. Solution : x — e* + (Ax+ w)e**, L, u e R

2. Solution : x — x;ezx +(Ax+ W e%*, ALueR

3. Solution : x — _3%2 cos(3x)+ Acosx+ pusinx, A, ueR

x— 3Esinx+Acosx+pusinx, L, ueR

4. Solution : 3

Exercice23: (x%) %
Montrer que z” —z=1.

Solution : y(x) = %.



Exercice24: (xx) W
Poser z(t) = y(e’) et montrer que z” + 2z’ + z = (e’ + 1)? et utiliser le principe de superposi-
tion.

1

; Al
Solution : y(x) = gx* + Ix+1+ Alnx+u

X
W\,

Exercice 25: |

Linéariser le second membre.

Solution : x — —% cos(3x) + %x sinx+Acosx+pusinx, L, ueR

N%

Exercice 26: (%) 3
Ecrire le sinus hyperbolique avec des exponentielles et utiliser le principe de superposition.

- R
/l,ue[Rz}

2
— (Ax+pe’+3e—le”’

. R
Solution : {
x 1

Exercice 27 : (x%)

Faire différents cas selon le signe du dicriminant et les racines du polyndme caractéristique.
Solution :
Sil<letA#0,

R - R
X : ,A BER
x — Ae(l+ﬂ)x+3e(l—mu+%+%ex }
R - R
Si/l:O’{ 2 X ,2 sinx ,A,BEIR}
x — Ae”+B+ze—3%er

—  (Ax+B)e* +e?* —sinxe
Sil>1etA #2,

R —- R
{ X — (Acos(v/l—1x)+Bsin(\/7L—1x))ex+%+Si%ex ’A’BeR}
R —- R
X — (Acos(x)+Bsin(x))ex+e;—x—%xcosxex'

sm:J,{E - R . ,A,BER}

Sil =2,
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