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Indications du chapitre 26 :
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Séries numériques

I Convergence et divergence

W\,
Exercice 1:
Faire apparaitre une ou deux séries télescopiques.

Solution : 1 — —
2

Exercice 2: (%)

. A s 21 2 . 3X+2 . N sz
Ecrire l.a décomposition en éléments simples de 775577 et faire apparaitre une série té-
lescopique.

Solution :2

Exercice3: (xx) W
6" 1 1
(3n+1_2n+1)(3n_2n) - 1_(2/3)n 1_(2/3)n+1‘

Montrer que :

Solution : 2

II Séries a termes positifs

W\,
Exercice 4 :

Etudier Z (wy, — uy) qui est une série a terme général positif.
n=0

Exercice5: (%)

Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour montrer que la suite des sommes partielles est
majorée.

Solution : ). v, converge.

Exercice 6: (%x%)
Remarquer que pour k € [ ng, nl, u, < ug et sommer ces inégalités.

by ¢
Exercice7: (x%) ¢ W

. — 1 — —
1. Onpose: u, = Tra.aray” Enremarquantque a, =(a,+1)—1,onav, =uy_1— Uy

et faire apparaitre une somme télescopique.

n
2. En utilisant les sommes télescopiques, montrer que : Z Vk=1—-uy,.
k=0

En déduire que ;i% v, =1<lim m = 0. Or, en utilisant le logarithme, mon-
trer que :
1 n
lim — =0<lim ) In(l+ ay) = +oo.
(1+ag) k=0
k=0

Montrer une implication en utilisant : Vx €] — 1, +oo[, In(1 + x) < x et 'autre implica-
tion en raisonnant par ’absurde et en utilisant In(1 + x) ~ x.

Exercice 8: (xx%)

1. (a) Montrer que (u;) est croissante a partir d'un certain rang puis en déduire que
Y u, diverge grossierement.
(b) Se ramener, a partir d'un certain a rang, a la comparaison avec une série géo-

métrique convergente.
2. (a)

Montrer que lim ”;;1 = 2(sina)? et utiliser la question 1. dans le cas a # I

. ) . b4
Solution :Z u, converge si et seulement si a € [0, Z] .

(b) Montrer que lim ”;“ = % et utiliser la question 1.
n

Solution :)_ uy, converge.

(c) Montrer que lim ”;;1 =0 et utiliser la question 1.

Solution : ) _ u, converge.

(d) Montrer que lim ”;‘;1 = % et utiliser la question 1.

Solution : ) _ u, converge.

Exercice 9: (%)
Si Y u, converge, utiliser la comparaison des séries a termes positifs.
Si Y v, converge, montrer que u, ~ V.
Solution : Y u, ety v, ont méme nature.
Exercice 10: (x%)
1. Utiliser la définition de la limite et sommer les inégalité de n a N.

2. Utiliser la définition de la limite et faire un découpage de somme.



W\,
Exercice11:
2 (m1\3/2
Montrer que 0 < u, < £ (%)
Solution : Y. u, converge.

W\,
Exercice 12:

nz (ln n) 1000

] 2n?
Solution : Y u, converge.

1. Montrer que u, ~

- : 9 9 i
—,51a¢§etvn~—m,31a—§.
Solution : ). v, converge ssia = g.

©

2. Montrer quev,, ~

W\,

Exercice 13: JARY

1
1. Montrer que u,; ~ —.
q n I’l2

Solution : Y u, converge.
2. Montrer que lim u,, = +oo.
Solution : Y. u, diverge.

1
3. Montrer que u, ~ —.
Solution : )" u, diverge.

W\,
Exercice 14: 13
Montrer, en effectuant un développement limité, que u, ~ —-.
. n
Solution : ). u, converge.

N

Exercice 15: (%x%) X

1. Utiliser la comparaison série-intégrale.
. 1-a
Solution : Sy ~ 4

-
2. Encadrer, de la méme facon que pour la comparaison série-intégrale, chvzn 1 kia et
faire tendre N vers +oo.

1S
Solution : Ry, ~ 22—

a-1

Exercice 16: (x%)

Si p =0ou 1, minorer u,, par le terme général d'une série divergente.

Si p = 3, majorer u, par les terme général d’'une série convergente.

Si p = 2, majorer u, par la somme de deux termes généraux de séries convergentes.
Solution : Y u, converge ssip = 2.

Exercice 17: (xx) '3

Montrer que :
2

vneN*, Yke[l,n], % <k*+m-k?<2n’

En déduire un encadrement de u, faisant apparaitre le terme général d'une série de Rie-
mann.

On peut également faire apparaitre des sommes de Riemann pour montrer que u;, ~ nT,l,_l
avec [ > 0.

Solution : La série converge ssi a > 1

Exercice 18: (x%)
Se ramener a I’étude de la série " (u, — u,—1) et calculer un équivalent de u,, — u,_1.

by

Exercice 19: (x%) LI

Refaire le raisonnement de I'exercice 18 pour montrer que : S, =Y.}, % =lnn+y+o(1).
Pour tout n € N*, on pose t, =S, —Inn—1y.

On aalorslim ¢, = 0.
+00 1
Montrer que t;+1 — £ ~ —2% puis, comme dans 'exercice 15, que Z — ~—.
" k=n k> n
En déduire la conclusion.

N%Z

Exercice 20: (x%) 3
Si A >1, considérer [ €]1, A[ et montrer qu’a partir d'un certain rang u, <

—

n!

—

Si A <1, considérer [ €], 1[ et montrer qu’a partir d'un certain rang u, = i

N%

Exercice 21 : (x x %) X
Poser S, =Y.7!_, ¢(k). Montrer que S, = Y.7'_, k en utilisant I'injectivité de ¢.

III Séries absolument convergentes

NP

Exercice 22 :

1
1. Montrer que |u,| ~ ?
Solution : Y uy, converge.
2. Majorer |u,| par une quantité équivalente a #
Solution : Y u, converge.
3. Majorer |uyl.
Solution : Y uy, converge.



4. Majorer |u,| et utiliser un équivalent.
Solution : Y u, converge.

NZ

Exercice 23 : (%) 3
1. Montrer, en effectuant un développement limité, que u;, ~ 22;”’“ et traiter le cas parti-
culier k =2.
Solution : Y. u, converge ssi k = 2.

2092 .
2. Montrer, en effectuant un développement limité, que u, ~ <291 et traiter les cas
particuliers a = +-L..

V2
Solution : ). u, convergessia =+

Sk

Exercice 24: (%)

1. Poser v, =In(n%u,) et montrer que v,41 — v, = O(#)-

1
2. Montrer que ¥z1 = 1 _____|
que =, 1+224+0()

Solution : Y u, convergessib—a> 1.

Exercice 25: (x*)
1.

(@)
(b)

(@

(b)

(©

(d)

R

Utiliser la définition des suites adjacentes.
Utiliser un résultat sur les suites extraites.
Distinguerlescasa<0,0<a<1leta>1.

Solution : si a < 0 la série diverge, si0 < a < 1 la série convege mais ne converge
pas absolument et si « > 1 la série converge absolument.

_1\n
I (1)
2en n?

Solution : ). u, converge.

Montrer que : u, =

”(_l)l’l+1 1
Montrer que : uy, = ——— + 0| — |.
n n
Solution : Y u, converge.
Effectuer le changement de variable ¢ = x — nr et faire apparaitre une série al-
ternée.

Solution : ) u, converge.



