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Matrices et applications linéaires

I Matrice d’'une application linéaire dans des bases

W\,
Exercice 1: AR
Solution : Pour uy : (1...1) (matrice a n+ 1 colonnes), pour u, : (1 %% ﬁ), pour us :

01 1 1 1 1 0 O
00 2 owru, | ©L 20
00 0 3 [P g o1 3
0 0 0 O 0 0 0 1
Exercice 2: (%)
a 0 ¢ O
. 0 a 0 ¢
Solutzon.bodo
0 b 0 d

Exercice 3: (x*)
n .
Considérer Ay,...,1, € K tels que Z Ai f71(x) = 0 et appliquer f"! a cette égalité pour en
i=1
déduire que 1; = 0. Réitérer cette méthode pour prouver que la famille est libre.
0o ... ... ... 0

1 0 . .0
Solution:| o 1

0 1 0
0 0 1 0
W g

Exercice4: (x%)

n
Remarquer que f(e;) = (Z ﬁe,-) +(a—Pe;.
i=1
En déduire f (e;.) en fonction des (e;).

!, sij#1,endéduire f(e’j) en fonction des (e;.).

. = / —_
En remarquant que e; = €; =€,

Conclure.

a-p 0 0
0 a-p
Solution : .. ) ) .
0 0 a—-p 0
p 2p (n-1B a-B+np

W7,
Exercice5: L1~
Pour le calcul de 'inverse, remarquer que fo f = Id.
1 1 1 1 1

0 -1 -2 -3 -4
Solution:A=A1=[0 0 1 3 6
0 0 0 -1 -4
0 0 0 0 1

Exercice 6: (%)
1. Montrer que u est linéaire et étudier son noyau.
2. Calculer I'inverse de la matrice de u dans les bases canoniques.
-1. 3
u - R - Ro[X]

o - 3 1 1 1
Solution : (a,b,c) — a+(——a+2b——C)X+(—ﬂ_b+—c)X2
2 2 2 2

Exercice 7: (x%)

1. Utiliser les définitions et la formule du bin6me de Newton.
Solution : La matrice de f dans la base canonique de R, [X] est A.

2. Exhiber (en le vérifiant) 'application réciproque de f et déterminer sa matrice dans
la base canonique de R, [X].
Solution : A™1 = (b;, ;) avec:

i J—1 .

_1\Jj-i
Vi,jell,n+1],b; ;= D (l-_l) sii<j
0 sii>j,

N2

Exercice 8: (x*) 3
Solution : ker f = Vect(1,1,1), Imf = Vect((2,-1,-1),(-1,2,-1)). La matrice de [ dans la



0 0 O
0 3 0
0 0 3
torielle de rapport 3 et de la projection sur Im f parallelement aker f.

base((1,1,1),(2,-1,-1),(-1,2,-1)) est ( ) qui est la compoée de 'homothétie vec-

Exercice 9: (%)

II Application linéaire canoniquement associée a une ma-
1. Utiliser les définitions.
3 1
Solution ((1)) est une base deker A, (( -1
1 0

trice, rang d’'une matrice
-3
, 1
1
2. Utiliser les bases canoniques.

Solution :((3,1,1)) est une base dekeru, (- X + 1, X* + X — 3) est une base de Imu.
1 1 2

Solution :| | 3| | est une base deker A, 31, -1
7 4 1

Exercice 11: (%)

Utiliser le critére d’'inversibilité des matrices triangulaires.
Solution : rg(u+Av) =4siA#-letrg(u+Av)=3sil=-1.

)) est une base de ImA.

W\,

Exercice 10 : JARY Utiliser les définitions.

)) estune basedeImA, rgA=2.

NG

Exercice 12: (x) '\

n-1
Pour a # 1 effectuer les opérations élémentaires C; — C; — C,, puis C,, — C,, — ﬁ Z Cj.
j=1

Solution :rg(A)=1sia=1,1g(A)=n—-1sia= —ﬁ et rg(A) = n sinon.

Exercice 13: (x x %) 3

Si f est un endomorphisme de rang 1, utiliser u tel que Im (f) = Vect (u).

Solution : Les matrices carrées de rang 1 sont les matrices de la forme XY ot X,Y €
M 1K)\ {0}. La puissance k de M matrices carrées de rang 1 est de la forme a*~'M oil
aelk.

III Changements de bases

W7,

Exercice 14 :

Passer par la base canonique.

=27 =59 10
Solution :{ 9 17 0
4 10 -3

Exercice 15: (%)
Se placer dans une base formée de vecteurs de ker p et Im p puis utiliser les formules de

changement de base.
1
1
2
Exercice 16: (*)

0 -1
-1 0
1. Utiliser les degrés des polynémes.

Solution :
-1 -1

1 0 0 0
. 01 -1 2
2. Solution : 00 1 -3
0 0 1
1 0 0 O
. 01 1 1
3. Solution : 00 1 3
0 0 0 1
01 0 O o1 -1 2
o oo 20 oo 2 -3
4. Solution: Matg(u) = 00 0 3 , Matg (u) = 00 0 3
0 0 0 O 0 0 O 0

Exercice 17 : (%)
1. Montrer que B est libre.

1 4 4

2. Solution : Mate(uw)=|-1 -3 -3
0 2 3
1

0 0
3. Solution:Matg(u)=(0 0 -1
01 0

4. En calculant B?, remarquer que B* = I5.
Solution : A* = I.

Exercice 18: (x%)
1. (a) Utiliserle lien entre f(x) et AX.
Solution : f(x,y,2) = (12x+6y,—20x—10y,—-6x—3y — 2)
(b) Solution : ((1,-2,0)) est une base de Ker f et ((6,—10,-3),(0,0,—1)) est une base
delmf.



(c) Remarquer que Ker f # {0}.
Solution : A n'est pas inversible.

2. (a) Montrer que C est libre et utiliser la dimension.
(b) Déterminer P en utilisant la définition d'une matrice de passage et remarquer
que Q=PL,
1 -3 0 -5 -3 0
Solution : P = ( -2 5 0 ),Q:( -2 -1 0 )
0 1 1 2 1 1

(c) Exprimer f(e;), f(e2) et f(e3) en fonction de ey, e; et e3.

0 0 O
Solution:D:( 0 2 0 )
0 0 -1
(d) Utiliser la formule de changement de base.
3.27*1 3.2" 0
(e) Solution: A" = ( —5.2n+1 -5.2" 0 )
—2mtl o (- 2"+ (-D* (-D"

(f) Solution : f*(x,y,z) = (3.2" 1 x+3.2"y,—52"+ 1 x — 52"y, (-=2"*1 + 2 (-1)")x +
(=2"+(-DMy+(-1"2)
Exercice 19: (xx) W

1. Expliciter les noyaux.
Solution : ((1,1,1)) est une base de Ker(u—idg), (4,3, —2)) est une base de Ker(u—2idg),

((2,-3,2)) est une base de Ker(u+4idg).

2. Montrer que la famille est libre et utiliser la dimension.

3. Exprimer les images de ej, e», e3 en fonction de de e;, ey, es puis utiliser les formules
Solution : D = (
N%

de changement de base.
1 4 2
eeP=| 1 3 -3 ].
1 -2 2
Exercice 20: (x%) 3

1 0 0

0 2 0
0 0 -4

Sirg(A) = r, utiliser les formules de changement de base pour I'application linéaire f cano-

niquement associé a A en prenant comme base de K” : (e1,...,ep) avec (er41,...,ep) base

de ker f et comme base de K™ : (f(ey),..., f(er), &r+1,---, 8n)-

Exercice 21: (x%) 3

Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associé a A. Chercher une base de 1'en-
semble des solutions de f(x) = x puis, si f(xg) = xo, résoudre f(x) = x¢ + x. Pour le calcul de
puissances, utiliser les formules de changement de base et la formule du bindme de New-
ton.

n-1 n -n

Solution : A" = ( 0 1 0 )
n n l-n
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