PCSI1

Indications du chapitre 10:

Ensembles et applications

I Ensembles

1
Exercice1: (x%) .

1. 1l suffit de prouver l'inclusion R c {x € R, 3¢ > 0, x < €}, 'autre inclusion étant évi-
dente.
Soit x € R, on veut montrer que : 3¢ > 0, x < €. Posons € = ..., (on pourra utiliser une
valeur absolue), on montre que € >0 et que x < €.
2. On raisonne par double inclusion.
Pour montrer que {0} c {x € R, Ve > 0, |x| < €}, il suffit de montrer que x = 0 vérifie
Ve>0, |x|<e.
Pour montrer que {x € R, Ve > 0, | x| < €} < {0}, on va raisonner par 'absurde.
Soit x € R tel que : Ve > 0, |x| < . Supposons que x # 0. Posons € = --- > 0, montrer
que |x| = € ce qui est absurde.
W\,
Exercice2: ¢
1. fi et f> sont paires.
Solution : A est un sous-ensemble de E.
2. g» n'est pas paire.
Solution : B n'est pas un sous-ensemble de E.
3. Soit f € C. Prendre x = y = 0 pour montrer que f(0) = 0 puis y = 0 pour montrer que
[ est paire.
Solution : C est un sous-ensemble de E.
W\,
Exercice3: |
Raisonner par double inclusion pour montrer que A = B.

Exercice4: (x)

Prouver une implication en raisonnant par double inclusion.

Exercice5: (x%) %

Raisonner par analyse-synthese.

Solution : Si B ¢ A, I'équation n'a pas de solution, sinon les solutions sont les X tels que
Bc XcBUA.

Exercice 6: (%)

Traduire "privé" en terme de complémentaire.
Trouver un contre-exemple pour prouver que I'inclusion réciproque est fausse.

Exercice 7: (%)
Raisonner par chaine d’implications.

Exercice 8: (%)
1. Utiliser la distributivité de la réunion et de I'intersection.
2. Calculer AAB.
3. Raisonner par double implication et par double inclusion.

II Applications

Exercice 9: (x)
1. Montrer que 1 = T¢.
Solution : B=C.
2. Montrer que 15 < 1¢, en faisant attention a ne pas simplifier par des quantités pou-
vant étre nulles.
Solution: B c C.

Exercice 10: (%)
Raisonner par équivalences et utiliser la définition de 'image réciproque.

Exercice 11: (%)
Rechercher des contre-exemples.

Exercice 12: (%) !!

Raisonner par double inclusion.

Soit y € f(f~1(Y)), alors il exsite x € f~1(Y) tel que y = f(x). En déduire, en utilisant deux
arguments différents que y€ Y et que y € f(E).

Soit y € Y n f(E). Comme y € f(E), il existe x € E tel que y = f(x). En utilisant y € Y, mon-
trer que x € f~1(Y) et conclure.

N%

R

1. Utiliser la définition de 'image.

Exercice 13: (x%)

2. Raisonner par double inclusion et utiliser la définition de 'image.
3. Trouver un contre-exemple. (On peut utiliser la fonction carré.)
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4. Trouver un contre-exemple. (On peut utiliser la fonction carré.)

Exercice 14: (%)
Pour avoir I'intuition des résultats, utiliser le graphe de f.
Pour prouver les résultats, raisonner par double inclusion ou par équivalences

Solution : f1{1) ={-1,1Lf(-1,4) = (0,16, f1([-1,4) = [-2,2], f(f~1(-14)) =104,
-4 =1-44.
III Injection, surjection, bijection
Exercice 15: (%)
Chercher des contre-exemples.
Solution : f n'est ni injective, ni surjective.
Exercice 16: (%)
Résoudre I'équation f(x,y,z) = (X, Y, 2).
Solution :f’l(x, 1,2 =(z,X,¥).
Exercice 17: (xx%) X

1. Solution : f est injective et non surjective, g est surjective et non invective.

S . n sin est pair, _
2. Solution : fog:x { n—1 sinestimpair et go f = Idn. On en conclut que

go f = Idy ne suffit pas a prouver la bijectivité.

Exercice 18: (x%) .'! 3
Montrer que f(1,0) = f(1,1) et en déduire que f n’est pas injective.
Pour montrer la surjectivité, on utilise la définition.
Soit (X, Y) € R? (ici, (X, Y) est vu comme un élément de I'ensemble d’arrivée).
Posons x = X (on cherche x et y tels que f(x,y) = (X,Y) c'est-a-dire x = X et xy — y3 =Y).
Soit g : R — R, y — xy — y°. Montrer que llggg = +o0, lJ}ggg = —00, que g est continue et
utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour montrer que g est surjective.
Ainsi, il existe y € R tel que g(y) =
Conclure en vérifiant que f(x,y) = (X, Y).
Solution : f n'est pas injective et f est surjective.
Exercice 19: (xx%) .'!
1. Soientze C\{i}, Ze C\{1}.

Ona:
1+Z

oo z=1 .
Z-1

f@)=

En déduire que f est bijective et la valeur de f™!.

. x+i . .
2. e Soit x € R, f(x) = ——. En utilisant le module du conjugué, montrer que
x—1
| f(x)] =1.Ainsi: f(R) cU\{1}.

1+ 7
e Soit Z € U\ {1}, alors, posons z = ffl(Z) = iﬂ‘ Alors Z = f(z2) et z =

i(1+Z)(Z—1)

|Z-1?
U\ {1} < f(R).

. En utilisant que 77 = |Z|? = 1, montrer que z € R. Ainsi :

e Soit z € U\ {i}. Alors f(z) = - = (Z-H)(?-H)
z—1 |z —i|2

montrer que f(z) € iR. Ainsi f(U\{i}) ciR.

z+i

. En utilisant que zZ = |z|> = 1,

« Soit y € R, alors, posons z =

|z = 1. Ainsi i[Rcf([U\{i})

1+1i
(iy) =i- l}ll. Alors iy = f(z) et montrer que
iy—

+
e Soit y e R\{1}. Alors f(iy) = —— Slmphﬁer cette expression pour montrer que

f(iy) €eR.Donc f(iR\{i}) IR \ {1}.

1+X
e Soit X € R\ {1}, alors, posons z = f~1(X) = iX T En déduire que R\ {1} c

FUR\ (i)

Solution : f(R) = U\ {1}, fF(U\{i}) = iR, fGR\ {}) =R\ {I}.

Exercice 20: (%x) Raisonner par double implication en utilisant les définitions.

N%

Exercice 21 : (x x %) X

1. Pour montrer que AU B = E implique f injective, utiliser la définition de I'injectivité.
Pour montrer que f injective implique AU B = E, calculer f(AuU B) et f(E).

2. Pour montrer que f surjective implique AN B = @, utiliser I'existence d'un antécédent
de (¢, B).
Pour montrer que An B = ¢ implique f surjective, montrer que pour (C,D) €
P(A) xP(B), f(CuD)=(C,D).

3. Utiliser les résultats précédents.
P(A) xPB) —
(C,D) —

P(E)

Solution : f~1: CuD -



