PCSI1

Exercices du chapitre 25 : 2024/2025

Espaces préhilbertiens réels

I Produit scalaire

W\,
Exercice 1: JARY
Soit :
¢ Ro[XIxRp[X] — R

FQ — PEDHQED+POQO)+PMQD).

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur Ry [X].

II Norme associée a un produit scalaire

W\,

Exercice 2: 1< Montrer que:
Vx,y,z€E, [x—zlI* <2(lx - ylI* + ly - zIl%).

U 2K
Exercice 3: (%) B

Soit n € N*, soient x;,..., X, € R** tels que YI, x; = 1. Montrer que :
LA |
Z —=2n
o1 X

Etudier le cas d’égalité.

Exercice 4: (%)
Soient a < b, soit f € C([a, b],R) telle que f ne s’annule pas sur [a, b].
Montrer que :

’ dt bedp (b—a)®

afm Ja f(O ’
Exercice 5: (x) Montrer que:
2
vneN*, Vxi,...,x, €E,

n
> Xk
k=1

A

Exercice 6: (x*) 3
Soit f € C°([0,1]) positive. Soit A= fol f-Montrer que :

1
\/1+A25f 1+ 2dx<1+A.
A 1+ f(x)?dx

n
2
sn ) lxel®.

Exercice 7: (%)
On considere I'espace E = C1([0,1],R) et on pose :

1
Vf,g€E, <f,g>:f(1)g(1)+f0 fl(ng'dt.

1. Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur E.

2. FEtablir que:

1 2 1
VfeE, (f(1)+f f’(t)dt) sz(f(1)2+f f’(t)zdt).
0 0

III Orthogonalité

N

Exercice 8: (xx) 3
Soit E un espace préhilbertien. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

(F+G)t=F'nGH,

Fr+Glc(FnG? .

Exercice 9: (x%) On munit E =C9([0,1],R) du produit scalaire défini par :

1
Vf,g€E, (flg) =f0 f8.

On consideére 'espace vectoriel H={f € E, f(0) =
1. Soit f € H-. On pose g: t — tf(t). Que peut-on dire de f et g2 En déduire que f = 0.
2. En déduire H* et H+.

Exercice 10: (xx) '\

Déterminer |'orthogonal de ’ensemble des matrices diagonales D, (R) pour le produit sca-
laire usuel de M, (R).



N

Exercice 11: (xx) W
On considere I'espace E = R,[X], et on pose :

1
<PQ >:f P(HQ(ndr.
0

Pour tout 0 < p < n, on pose Qp(X) = XP(X -1)P et Lp(X) = Q;,p).
1. Montrer que < -,- > définit un produit scalaire sur E.

2. Montrer que L, est un polynome dont on précisera son degré et son coefficient do-
minant.
3. Calculer par intégration par parties < Ly, L4 > pour p # g. En déduire que (Lo,..., L)
est une base orthogonale de R, [X].
4. Déterminer enfin la norme euclidienne de L.
W\,
Exercice 12: =lJ
Orthonormaliser pour le produit scalaire canonique la famille de R3 :

uy = (l) 1)0)) Uz = (lyor l)y us = (Oy lr l)
W\,

Exercice 13: =< Orthonormaliser, pour le produit scalaire usuel, la base suivante de R*:
u;=(0,1,1,1), up = (1,0,1,1), u3 = (1,1,0,1), ug = (1,1,1,0).

Exercice 14: (%) Soit n e N* et soit E =R, [X]. On pose:

1
VBQEeE, (PQ) =[ P(®Q(t)dt.
-1

1. Montrer que (.|.) défini un produit scalaire sur E.
2. On pose n = 3. Orthonormaliser la base canonique de E pour le produit scalaire (.|.).

N%

Exercice 15: (%) %
Montrer que I'application suivante est un produit scalaire sur R3 :
RExRS — R
((x1,%2,%3), (Y1, ¥2,¥3)  — (X1 —2x2)(y1—2y2) + X2Y2 + (X2 + X3) (Y2 + ¥3) ~

Orthonormaliser pour ce produit scalaire la base canonique de R®.

N%

Exercice 16: (%) 3

@: R:(X)? — R
2 . 2
On définit (PQ =— Z P(k)Q(k) *
k=0

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire.
2. Donner une base orthonormale de R, [X] pour ce produit scalaire.

IV Bases orthonormées d’'un espace euclidien

W\,
Exercice 17: L1
Soit E un espace euclidien, soient f,g € L(E) tels que fog = go f. On suppose que les
matrices de f et de g dans une base orthonormée sont respectivement symétriques et an-
tisymétriques.
Montrer que :

Vx€eE, (f(x)gx)) =0,

et

VxeE I(f-gM@I=1(f+gl.

Exercice 18: (xx) Soit ne€N* etsoient ey,...,e, € E tels que :

n
|=letVxeE, [xI*= ) (exlx)?
k=1

Vie[l,n], le;

Montrer que (e, ..., e,) est une famille orthonormale de E, puis que c’est une base de E. En
déduire que E est de dimension finie.

N

Exercice 19: (x*) W
Soit E un espace euclidien et ¢ € L(E) tel que :

Vx,y€E, (p(x)|p(y) = (x]y).

1. Montrer que :

ker(p —idg) =Im (@ — idp)*.

2. Montrer que :

(p— idE)Z =0, < @=idg.



V Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension
finie
N
Exercice 20 :
On se place dans R* muni du produit scalaire usuel.
On pose :

F={(x,y,z ) eR, x+y+z+t=0,x—y+z—1=0}.
Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F.
W\,
Exercice 21 : |

On se place dans R* muni du produit scalaire usuel.
On pose :

F={x120€R, x+2y+32+4t=0,x+3y+5z+7t=0}.

Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F.
W\,
Exercice 22: |
Soit E un espace euclidien. Soit u € E\ {0} et soit H = (Vect (u))*. Soit p la projection or-
thogonale sur H et s la symétrie orthogonale par rapport a H, c’est-a-dire la symétrie par
rapport a H parallelement a H+.
1. Montrer que :

VxeE p(x)—x—(x|—u)u
’ llul? ™
2. Montrer que:
(x|u)

u.
lluell?

VxeE, s(x)=x-2

NG

Exercice 23: (xx%) X
Soit p un projecteur de E espace vectoriel euclidien. Montrer que p est une projection or-
thogonale si et seulement si :
VxeE, [pl = lxl.

Exercice 24: (%) On considére R* muni de sa structure euclidienne canonique.
On pose F = Vect(ej, e2), avec e; =(1,0,1,0) et e = (1,-1,1,-1).

1. Déterminer une base orthonormale de F.

2. Déterminer I'orthogonal de F.

3. Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur F dans la base canonique.

4. Calculer la distance du vecteur (1,1,1,0) a F.

Exercice 25: (xx) Soit E = R[X]. On définit :

1
VPQEE, (P|Q)=f PQdL.
0

1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur E. E est-il un espace euclidien?
2. Déterminer une base orthonormée de R, [X] pour ce produit scalaire.
3. En traduisant ce probléme en termes de distance a un sous-espace, calculer :

min

1
f (> — at — b)?dt.
(a,b)eR2 Jo

N%

Exercice26: (x) %
On se place dans R* muni du produit scalaire usuel.
Onpose x=(2,2,3,4) et F={(x,y,z,1) € R, x+ 2y —3z+t=0}. Déterminer :

d(x,F).

N%

Exercice 27 : (x%) 3
On se place dans R3[X] muni du produit scalaire suivant :

3 3 ) 3
Q- aiX',y biX')y=) a;b;.
i=0 i=0 i=0
On pose F = {P € R3[X], P(1) = 0}. Déterminer :

dX3+2X2- X +1,F).

NG

Exercice 28: (x%) %
On munit M, (R) du produit scalaire usuel.
Soit U la matrice de M ,,(R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Soit M € M, (R).
Calculer :

inf

W RZIIM—aIn—bUII.
a,n)e

NG

Exercice29: (x%) W
On note E =C([-1,1],R) muni du produit scalaire (.|.) défini par :

1
vrgek, (ig= [ e

On note ||.|| la norme associée a (.|.) et d la distance associée a |.||.
Soit I (resp. P) 'ensemble des fonctions impaires (resp. paires).
1. Montrer que I et P sont deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires orthogo-
naux dans E.

2. Soit f:[-1,1] = R, x — 51—

2+x°

Calculer d(f, P).



