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Exercices du chapitre 17 :

Espaces vectoriels

I Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

NP
Exercice 1 :
usuelles?

1. E={(x,y,2) €R3, —x+3y+2z=0},

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels pour les lois

2. F={(x,y,z,0) R, xy = z1},
3. G={(x,x+y,x+y+2) RS, (x,y,2) eR%},

b
4, H:{( Z . )eMz(R),a,beR}.

W7,
Exercice 2 :
usuelles?

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels pour les lois

1. E={(x,5,2) €R3, x=y},
2. F={(x,y,2) €R®, x+y+z=0etx-3y =0},
3. G={(x,5,2) €R3, xy =0},

a b
nsf[ e

Exercice 3: (%)
Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels :

1. E; ={PeR[X], P(0) = P(1)},
2. By ={feC’(0,1,R), [y f()dt=0},
3. E3={(un)nen €RN, YR EN, Upso = 3ups1 +2up}.

)eMg(R),a+b+c+d=0}.

Exercice4: (x) On définit les sous-ensembles suivants de R :
E={x,2€R 2x+y—-2z=0}, F={(x,x,—x) €R>, x€ R}.

1. Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R et déterminer En F.
2. Onpose u=(1,-1,1) et v=(3,1,7). Montrer que Vect (u, v)  E. A-t-on égalité?

Exercice5: (x%) '\
Soient F, G, H des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. Comparer :

1. FNn(G+H)et(FNG)+ (FNH),

2. F+(GnH)et(F+G)n(F+ H).
Montrer que :

FNn(G+(FnH)=FnG +FnH).

W\,
Exercice 6: =<
On pose :
F={(x,2x,3x), xeRletG={(x+y,x+y,¥), x,yER}.

Montrer que :
R®=FeG.
Exercice 7: (xx) W
Soit E = R*. On pose u; = (1,0,0,0), u» = (1,1,0,0), uz = (1,1,1,0), u4 = (1,1,1,1), F =
Vect (11, up) et G =Vect (us, ug).
1. Montrer que F={(x,y,z,t)€E,z=t=0letG={(x,y,5, ) €E,x—y=0etx+y—-2z=
0}.
2. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Exercice 8: (x*) W
Soit E = R3
1. (a) Soit E; =Vect{(0,1,1),(1,0,2)}. Trouver x € R3 tel que E; @ Vect(x) = E.
(b) Méme question avec E» = Vect{(1,2,3),(2,2,0)}.
2. (a) Soit E3 =Vect{(1,2,2)}. Trouver x, y € R3 tel que E3 @ Vect{x, y} = E.
(b) Méme question avec E4 = Vect{(1,0, 1)}.

Exercice 9: (x%)
Soit E I'ensemble des suites convergentes.
On considere F I’ensemble des suites réelles tendant vers 0 et G1’ensemble des suites réelles
constantes.

1. Montrer que F et G sont des espaces vectoriels.

2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.
Exercice 10: (x*)
On pose :

E=C'((0,1],R),
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1
F={f€E,[0 f=0,f0)=0, f'(1)=0},

G={x—ag+ax+ agxz, ap, ay, ap € R}.
Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

NG

Exercice 11: (x x %) W

Soit E=C([0,1],R) et soient p réels (a;) 1, p] deux a deux distincts dans [0,1]. On pose :

F={feEVie[[Lp]], fa) =0

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
2. Déterminer un supplémentaire de F dans E.

II Familles finies de vecteurs

W\,
Exercice 12: =<
Les familles suivantes de R3 sont-elles libres ou liées?

1. x1=(,1,0), x2=(0,1,1)
2. x1=(0,0,1), x=(0,1,1), x3=(1,1,1)
3. x1=(0,1,-1), x,=(1,0,-1), x3=(1,—-1,0)
4. x1=(1,1,-1), x=(1,-1,1), x3=(-1,1,1), x4, =(1,1,1)
W\,
Exercice 13: JAR
Soit E = F(R,R), soient fi: x—|x|, fL:x—|x—1]et f3:x—|x+1].
Montrer que la famille (fi, f>, f3) est libre.
Exercice 14: (x) Soit E un R-espace vectoriel. Soient a, b, c € E. On pose :
u=b+c,v=c+a, w=a+b.

Montrer que :
(a, b, c) estlibre  (u, v, w) est libre.
Exercice 15: (x) Les familles suivantes de F (R, R) sont-elles libres ou liées?
1. fitx—cosx, fo:x—sinx, f3:x—1,
2. fiix—cCos?X, fo:Xx— cos2X, f3:x—1,

N%

Exercice 16: (%) 3
On définit les suites (uy), (v,) et (wy,) par:

YneN, u,=1, v, =n% w,=2"

Montrer que la famille ((u,), (v,), (w;)) est libre.

by X
Exercice 17: (x*) L AN
Les familles suivantes de J (R, R) sont-elles libres ou liées ?

A

1. fi:x—e"* avec Ay,...,A, € R,deux a deux distincts,

2. fr:x—sinkx, ke [1,n].

|
Exercice 18: (xx%) !

Soit E un K-espace vectoriel. Soit (e;)ief1,,) une famille libre de E et soit (A;)ie1,, une fa-
mille de scalaires. Soit u = Z?Zl Ajej etpourtout i€ [1,n]], v; = u+e;.
Montrer que (v;)e[1,n] €st liée si et seulement si Z?Zl Ai=-1.

N%

Exercice 19: (xx) '3

Soit E un K-espace vectoriel. Soient £ = (e;) ;¢ [1,p] €t F= (fi)ie[[l,p]] deux familles libres de
vecteurs de E. On suppose que, pour tout i € [[1, p]], fi € F; ou F; = Vect(ey, ..., e;). Montrer
que:

Vi€ [[1,p]], ei € E; ou E; = Vect(fi, ..., fi).
W\,

Exercice 20 : LIl Montrer que E = {(x, y,2) € R3, 2x — ¥+ z =0} est un R-espace vectoriel
et en donner une base.

Exercice 21: (%)
Déterminer une base de :
E={PeR3[X], P(1) =P(2) =0}.

Exercice 22: (x)
Déterminer une base des espaces vectoriels suivants :

1. Fi=1{(x,y,2) €R®, x+2y+z=0et2x+y+3z=0}

2. B={(x,y,z,) eRY, x+3y—z=1}

3. F3={PeR3[X], P(X?) = (X3 +1)P(X)}.

N
Exercice 23: L1
Soient a, b € C tels que a # b. On pose :
E={PeC4[X], P(a)=0,P(b) =0}.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de C4[X] et déterminer une base de E.



III Espaces vectoriels de dimension finie ) e oo , _ .
Exercice 29: 1Y Déterminer le rang des familles suivantes de R* :

ﬂ 1. x,=(0,1,1,1), x,=(1,0,1,1), x3=(1,1,0,1), x4, =(1,1,1,0),
Exercice 24 o o 2.0 =0,1,01),x=(1-11-1),x=(1,-1,-1,1), % =(111).
Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivants :
1. {(x,y,2) € R3, —x+3 y+2z=0} Exercice 30: (x) Déterminer le rang des familles suivantes de R[X] :
2. {(x,3,2)eR3, x+y+z=0etx—3y =0} 1. (3,X%+1,X°-3X?+2),
3. {PeRy[X], P(0) =0} 2. (X*X-D"F) o
a b 0
4, b a 0 e M3(R), a,b,ceR . . . .
c 0 a+b ’ IV Sous-espaces d’'un espace vectoriel de dimension finie
5 {fe FR,R),VxeR, f(x)=ae*+bx,a,beR} i,
i, Exercice 31: =l
Exercice 25: L1 Posons F = Vect (1, X + 1, X3 — X?). Déterminer un supplémentaire de F dans R3[X].

Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivants : .
Exercice 32: (%)

3 -

L A(x,y,2) €R", x—2y+32=0} Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient F et 7' des familles finies de E.

2. {(x,5,2) €R®, x =2y =32} Montrer que :

3. {5, 1,5 ) R, x+y=0,y+2=0,z+1=0,t+x =0} rg(FUF) <rg(F)+rg(F.

4. {PeRy[X], P(1) =0} . 4 PN ;
Exercice33: (%) DansR*, on considere les vecteurs suivants: u = (1,0,1,0), v = (0,1,-1,0),

Exercice26: (%) On pose: w=(1,1,1,1,x=(0,0,1,0), y=(1,1,0,-1). On pose F = Vect(u, v, w) et G = Vect(x, y).
Quelles sont les dimensions de F, G, FN G?
F={x,32eCx+y+z=0etx+iy—z=0}.
1)

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C3 et en déterminer une base et sa dimen- | Exercice34: (xx)
sion. Soit E un K-espace vectoriel, soit une famille de n vecteurs de E de rang s. Etant donnée

une sous-famille de r vecteurs de rang s’, montrer que s’ = r + s — n.

Exercice 27 : (%) 3 w
Compléter en une base de R* la famille (e}, e») avec : Exercice 35: (x%) R
On pose:
a=LLLY e=01-1-1) E = {(xn) € RV, YN €N, X453 — X2 = Xne1 + Xn = O},
W\,

Exercice 28: 1Y Déterminer le rang des familles suivantes :

1. y=(1,-1,1),x%=(-1,1,-1), x3=(0,1,1), x4 = (1,0,2),

2. x1=(1,1,0,1), xp=(1,-1,1,0), x3 =(2,0,1,1), x4 = (0,-2,1,-1),

3. X1 = (1’0)2r3)) X2 = (7’4)2r_1)) X3 = (5;2r4; 7) 2. En déduire dimE.

F={(xp) €RY, VneN, x,41 + X, =0}, G=1{(x,) €RY, VR €N, X420 — 2Xp41 + X = O}.

1. Montrer que :
E=FeG.




