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Exercices du chapitre 14 :

2024/2025

Dérivabilité

I Nombre dérivé, fonction dérivée

W\,
Exercice 1: AR
Soit I un intervalle ouvert de R, soient a € I et f € F(I,R) dérivable en a. Calculer :

2y _
limf(a+h) f(a+h)'
h—0 h

Exercice2: (x) W
Soit f € F(1—-1,1[,R) dérivable en 0, soient (a,) et (b,) des suites convergeant vers 0 et telles
f(bn)_f(an)

que:VneN, -1<a; <0< b, <1. Montrer que la suite ( b=y

) converge vers f'(0).
Exercice 3: (%)
Soit f la fonction définie sur]—1,1[ par: f(x) = == cos% six#0et f(0)=0.

In[x|
1. Montrer que f est dérivable sur]—1,1].

2. On considere les suites définies par :
1 1

VneN, u, = Uy =
’ Z+2nm’

= .
-3 +2nm

Calculer les limites des suites (f' (1)) et (f (vp)).
3. En déduire que la fonction f’ n’est pas bornée au voisinage de 0.

Exercice4: (%)
Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes :

1. fi:R* >R, x— Vx"1+x" ouneN*,

.1 .
xsin<- six#0
2. (X X . )
faix { 0 six=0
| :
x“sin~ Six#0
s X
3. f3:x { 0 Gix=0 "

W\,
Exercice 5:
On consideére la fonction définie par :

Vxe [g,n[,f(x): s

1. Montrer que f réalise une bijection vers un intervalle que I'on précisera.

2. Sans déterminer f~!, montrer que f~! est dérivable sur un intervalle que I'on préci-
sera et calculer (f~1)'.

II Propriétés des fonctions dérivables

W\,
Exercice 6: L1
Soit T € R*. Soit f une fonction dérivable et T-périodique.
Montrer que f’ s’annule une infinité de fois.

NNy
Exercice7: L3 W
Soit f de classe C! sur [-1,1] et deux fois dérivable sur ] — 1, 1] telle que f(-1)=-1, f(0)=0
et f(1) = 1. Montrer que :

Jcel-1,1[, f"(c) = 0.

Exercice 8: (%)
Soient a,b, A € R tels que 0 < a < b, soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur
la, b[ telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que :

3ce€la, bl, f'(c) = —A@.

Exercice9: (x) Soient a,b € R tels que a < b, soient f, g € F([a, b],R) continues sur [a, b]
et dérivables sur ] a, b[. Montrer qu'’il existe c €]a, b tel que :

(f(b) - f@)g'(c) = (gb) - g(a) f'(c).

Exercice 10: (xx%)
Soit a € R. Soit f une fonction continue sur [a, +ool et dérivable sur ] a, +oo| telle que :

Am f(x0) = fla).
On pose :

six#0
six=0.

g: [01] — R
| fGra-1)
* { f@

1. Montrer que g est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1.



2. En déduire qu'’il existe ¢ €]a, +ool tel que :
f'c)=0.

Exercice 11: (xx%) 3
Soit f une application définie et continue sur [a,+oo|, dérivable sur ]a,+oo[ telle que
limy_ 4 f(x) = f(a). Montrer que :

EIX() E] a, +OO[, f,(xo) =0.

Exercice 12: (%) Soit I un intervalle de R, soient n,k,l e Ntelsque0O<l<ket0<l<n,
soit f € F(I,R) n fois dérivable sur I. On suppose que f admet au moins k zéros dans I.
Montrer que f¥ admet au moins k — [ zéros dans I.

N !
Exercice 13: (x*) W !

1. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ] a, b[. Montrer que :
Jcela,bl, f'(c)(gb) - gla) =g () (f(b) - f(a).

2. En déduire la régle de LHopital : si f et g sont deux fonctions continues sur V =
1xo — @, xo + a[ et dérivables sur V' \ {xo}, telles que f(x9) = g(xp) =0, et: Vx € V\ {xp},
g'(x) # 0. Montrer que :

')

1m =
X—Xg g’(x)

= lim @ =1
X— Xp g(x)

3. Application : calculer les limites suivantes :

. Xx-—sinx InQ+x)—x
lim , m .
x—0 x3 x—0 JC2
W\,
Exercice 14: =l Montrer que:
vkeN', —— <Xl 1
"k+1” 0 kT Ok

Exercice 15 :
que:

(%) Soit f: R — R dérivable. Montrer que pour tout x > 0, il existe ¢ > 0 tel

fX) = f=x0)=x(f"(0) + f (—0o).

N
I

-
o

Exercice 16 :
Montrer que :

(x)

be [1+x) 1+x\**!
VxeR™,|—| <es|—— .

En déduire :
(n+D" . (n+Dnl
<e’ =< .

VneN*,
n! n!

W\,

Exercice 17 :

1. On définit la suite (u,) par:
1.
ueR,VneN, uy1 =2+ Esmun.

Etudier la convergence de (u;,).
2. On définit la suite (u,) par:

upeR,VneN, u,+1 =cosuy.

Etudier la convergence de (u,).

Exercice 18: (x) 3
Montrer les inégalités suivantes :
1. VneN*, VxeR*, x"''—(n+)x+n=0,

2. Vx€]—-1,+00[, 2= <In(1+x) < x,
1+x

3. Vx€[0,Z], xcosx < ’1’—2,
2 y—x . _ . y—x
4. V(x,y) €[0,1[5, x <y, Wi < Arcsin y — Arcsinx < at

N

Exercice 19: [ARY Soit :
f: 10,+o0f — R

2
x — e lx

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et que son prolongement par continuité
en 0 est dérivable en 0.

Exercice 20: (x%)
Résoudre I'équation différentielle sur R :

x(x-1y +2x-1y=1.

Exercice 21 : (xx) Résoudre I'équation différentielle suivante en utilisant la méthode de
variation de la constante :
xy -2y-x*=o0.
N

Exercice 22: (x%) 3
Résoudre I'équation différentielle suivante :

¥ +y=Ix|+1.



III Fonctions de classe C* Exercice 29: (%)

Ny 1. Soit f une fonction convexe et majorée sur R. Montrer que f est constante.
\ 4

Exercice 23: 1< 2. Donner un exemple de fonction convexe et majorée sur ]0,+oo[ et qui ne soit pas
Soit n > 2, calculer la dérivée n'®™® de : constante.
R - R . sk
¢ X 2+ 1)e Exercice 30: (x%) =
Soit f:[0,1] — R convexe. Posons :
W\,
N f s . 1
Exercice 24: 13 Déterminer, pour tout 7 € N, la dérivée n'*™¢ de : g: [03] — R
1. fi:x—cos’x x — fxX)+fA-x.
. X o1
2. f2rx—e'sing, Montrer que g est décroissante.
3. fzix— (B +x2+1)e %
N
3% Exercice31: (x%) W
Exercice25: (xx) ° Déterminer toutes les fonctions f : I — R telle que f soit convexe et concave (c’est-a-dire
ATivd leme . n n
Calculer la dérivée n2 de f:x— x"(1+x)". telle que — f soit convexe).
. w(n
En déduire ) ( © ) ) "
k=0 Exercice 32: (x xx) W%

Exercice 26: (%)

n
Soit 7 € N. Déterminer la dérivée (1 + 1)-ieme de : 1. Soit f: I — Rconvexe. Soientn e N*, x1,...,x, € I, Ay,..., A1, €[0,1] tels que Z A =1.

k=1

Montrer I'inégalité de Jensen :
f . n,l/x
nix—x'e'".

n n
sl Apxr| < A f(xp).
Exercice 27 : (x%) AN f(k; ) k; !
Soit f € C*°([0,1]) telle que :
2. Applications :

(n)
vneN, Vxe[0,1], 1/ ()] = x. (a) Montrer que, pour tout a;, az, as € Rt :

Montrer que f estla fonction constante nulle. 6
2 3 ay+2ax+3as
a1 a;a; < — 5 |-

IV Fonctions convexes "
i, (b) Soient neN* et ay,...,a,€]0,1] tels que : Z a; = 1. Montrer que :
Exercice 28: 1< =1

Montrer que : n 112 (n%+1)2
xX+y (a- + —) =—
Vx,y €], +ool, ln(T) > \/In(®) In(). l:zl it o




