Chapitre 27 : Fonctions de deux variables

Dans tout ce chapitre < .,. > désigne le produit scalaire euclidien canonique sur R? et |||l la norme qui lui est associée.

I Ouverts de R?, fonctions continues

1.1 Owuverts

—4 Définition 1

Soit a = (a;, a») € R?, soit r > 0.

« On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r et on note B(a, r) I'ensemble :
B(a,r) ={(x,y) €R?, (x,) — (a1, a2) | < 1} = {(x, ) € R, (x— @1)* + (y — a2)* < r?}.
« On appelle boule fermée de centre a et de rayon r et on note B’ (a, r) 'ensemble :

B'(a,r) ={(x,y) €R?, [|(x,) — (a1, a2) | < 1} = {(x, ) € R?, (x — a1)* + (y — a)* < %),

—4 Définition 2

Soit Q une partie de R?. On dit que Q est ouvert ssi :

VYaeQ,3r >0, B(a,r) cQ.

Remarque : R? est ouvert.

Proposition 1

Toute boule ouverte est un ouvert.

Preuve. Soient a € R? et soit r > 0. Montrons que B(a, r) est un ouvert.
Soitbe B(a,r).Onallb—al <r.

Posons 1’ = r— |b—all. Ona r’ > 0. Montrons que B(b, ') c B(a,r).
Soitue B(b,r).Ona|b-ul <r'et:

lu—al=llu-b+b-al <lu->bl+Ib-al <r'+Ib-al.
Orr'+|b—al=rdonc:|lu—al <r.Ainsi ue B(a,r). Donc:
B(b,r")c B(a,1).

Ainsi B(a, r) est un ouvert. O

1.2 Limite

—4 Définition 3

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R). Soit ] € R. Soit a = (xo, yo) € Q.
On dit que f tend vers / en a ssi:

Ve>0,3r>0,VueQ, lu—alsr=|fw)-Il<e.

On note alors :

I=1 = li L Y)-
ull’l}lf(u) (x,y)—l'l(l}covJ’o)f(x y)

Remarque : Cette définition est analogue a celle vue pour les fonctions d'une variable réelle. On admet ici I'unicité de la
limite. Les résultats d’opérations restent vrais.



= Exemple 1: Etudier l'existence et la valeur éventuelle d'une limite en (0, 0) pour les fonctions f suivantes :
2

x%y
L f)=—5—,
fo,m Y
B+
2. V) = ——.
J&y x2+y2

1.3 Continuité

—‘ Définition 4

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R).
» Soit a € Q. On dit que f est continue en a ssi f admet f(a) pour limiteen a:

Ve>0,3r>0,VueQ, lu—alsr=|f(u) - fla)l<e.

* Ondit que f est continue sur Q ssi f est continue en tout point de Q.
o On note C°(Q,R) ou C°(Q) 'ensemble des fonctions continues sur Q.

Remarque : Cette définition est analogue a celle vue pour les fonctions d'une variable réelle. Les résultats d’opérations restent
donc vrais.

—4 Définition 5

Soit Q un ouvert de R%. Soit f € F(Q,R). Soit a = (xo, yo) € Q. Posons Dy, = {y € R, (x9,y) € Q} et Dy, = {x €
R, (x, y0) € Q}. On appelle respectivement premiére application partielle en yy et deuxieme application partielle
en xy les fonctions de la variable réelle :

fGyo): Dy, — R - flxo,): Dy, — R
x —  f(x ) y —  f(xo0, .

Remarque : Les applications partielles donnent que des informations dans deux directions privilégiées. Par exemple, soit
f:R2\{(0,0)} = R, (x,y) — xszyyz Les applications partielles f(0,.) et f(.,0) sont nulles mais f n’est pas nulle au voisinage de
(0,0). En effet, si x #0, f(x,x) = 3.

Proposition 2

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R). Soit a = (xo, yo) € Q. Si f est continue en a alors ses applications par-
tielles sont continues en xg et yp.

Preuve. Soit € > 0.1l existe r >0 tel que :

Ve>0,Ir>0,VueQ, llu—al<sr=|f(w)-f(la)l<e.



Soit x € Dy, tel que [x— xp| <T.
Onaalors : la— (x, o)l = sqrt(xg — x)% + (yo — y0)? = |xg — x| < 7.
Donc: |f(x,y0) — f(a)| < & c'est-a-dire :
1fCy0) () = f y0) @)l <e.
Ainsi f(., yp) est continue en xp.
On raisonne de méme pour f(xp,.). O

Xy .
Zoz st y)#(0,0)
Remarque : La réciproque est fausse. Par exemple, soit f : R? — R, (x,)) — 6‘2+y2 . ¥
sinon

partielles f(0,.) et f(.,0) sont constantes nulles donc sont continues en 0. Mais f n’est pas continue en (0,0) car : Vx € R*,
f(x,x) =1 donc lim £(x, x) # £(0,0).
X—

. Les applications

> Exemple 2: Etudier la continuité en (0,0) des fonctions suivantes de R? dans R :

2 2\ o} 1 .
1 f(x,y):{ (x +y)sm(\/m) si (x,y) # (0,0) ’
0

si (x,y) =(0,0)

sy
2. flx,y)= { x2+y? ST (x,y) #(0,0)
0 si (x,) = (0,0)

II Dérivées partielles

2.1 Définition

—4 Définition 6
Soit Q un ouvert de R2. Soit f € F(Q,R). Soit a = (xy, yo) € Q.
¢ Ondit que f est dérivable en a par rapport a la premiere variable ssi f(., yo) est dérivable en xj et on note :

0
% (x0, o) cette dérivée :

f(x, y0) — f(x0, y0)
X — X ’

of .
35 X0 y0) = lim

e Ondit que f est dérivable en a par rapport a la deuxiéme variable ssi f(xo,.) est dérivable en y; et on note :

0
—f (x0, o) cette dérivée :

dy
0 : (%0, ) — f (%0, Y0)
—f(xo,yo)zhmf 0, ) —f 0.0
o0y Y=o Y=o
i 3 af af . 2. 2 .
» Lorsqu’elles existent, on note 35 et @ les fonctions dérivées partielles.

Remarque:
o Dans les cas simples, le calcul de dérivées partielles se fait comme un calcul de dérivée. Par exemple : f : R> — R,
(x,9)— x*+xy+e’.Ona:

0 0
V(x,y) € R?, é(x,y)=2x+yet a—];(x,y):x+ey.

1 six#0ety#0
0 sinon.

Comme f(.,0) et £(0,.) sont nulles, f admet des dérivées partielles en (0,0) et comme Vx € R*, f(x,x) =1, f n'est pas
continue en (0,0).

« Lexistence de dérivées partielles n’entraine pas la continuité. Par exemple : f:R? — R, (x,y) — {

> Exemple 3: Sielles existent, calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

1 f(x y) = JCZJ-CI:Q’J/2 si (x, J/) #(0,0)
' , 0 si (x,¥) = (0,0)

si (x,y) # (0,0)

xG
2. ) = X2+ (y—x)?
J@y { 0 si(x,y)=(0,0)



2.2 Fonctions de classe C!

Définition 7

0 0
Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R).On dit que f est de classe C! sur Q ssi ses dérivées partielles a—f et a—f
x y
existent et sont continues sur Q.

On note C1(Q,R) ou C!(Q) 'ensemble des fonctions de classe C! sur Q.

o> Exemple 4: Les fonctions suivantes sont-elles C len (0,0)?

1. fx,y) = ﬁzz si (x,y) # (0,0)
, 0 si (x,y) = (0,0)
si (x,y) #(0,0)

x6
2. Ly) =4 ¥Hy-x)?
fey) { 0 si (x,y) =(0,0)

Proposition 3 : Développement limité d’ordre 1 }

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C1(Q). Soit a = (xo, o) € Q. Ona:

0 0
fxo+h,yo+Kk) B0 f(x0,y0) + %(xo,yo)h + %(xo,yo)h o(ll(h, K)IN.

Remarque :
e La preuve est hors programme.
. o of of U
e Le développement limité d’ordre 1 montre que a(xo, Yo h+ E(xo, Yo)k est une approximation linéaire de f(xp +
h, yo + k) = f (X0, yo)-
e Ona:

of of
fx» = f(x0, ¥0) + == (x0, yo) (x — Xx0) + == (X0, Yo) (¥ — yo) + ol (x — x0, y = yo) ).
(x,y)—(x0,y0) 0x 6y

Donc, par analogie avec les fonctions d'une variable :

0 0
z= f(xo,y0) + é(xo,yo)(x— Xo) + %(xo,yo)(y— Yo)

est une équation du plan tangent en (xy, o) a la surface z = f(x, y).

Corollaire 1

Soit Q un ouvert de R%. Toute fonction C! sur Q est continue sur Q.




2.3 Gradient

—4 Définition 8

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C!(Q). Soit a = (xo, yo) € Q. On appelle gradient de f en a = (xg, yo) et on note
V f (x0, yo) le vecteur :

0 0
Vf(x0,¥0) = a—]; (X0, yo), a_]; (X0, y0) |-

—{ Proposition 4 : Développement limité d’ordre 1 }

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C1(Q). Soit a = (xg, o) € Q. Ona:

fxo+h,yo+Kk) 00 f(xo, yo)+ <V f(x0,y0), (h, k) > +o(ll(h, K)I).

Remarque : Le gradient de f en (xo, yp) définit la direction dans laquelle f croit le plus vite. En effet :

| f(x0 + R, yo + k) — f(x0, o)l _I< Vf(x0,¥0), (h, k) > |
Ik, )l (R, K

+o0(1)

et d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
| <V f(x0,0),(h,k)>|
Il (h, IOl

avec égalité ssi (h, k) est colinéaire a V f(xp, yo). Ainsi la pente maximale en valeur absolue est atteinte pour les vecteurs
colinéaires au gradient.

< IV f(xo0, yo)l,

III Dérivées partielles et composées

3.1 Dérivée selon un vecteur

—4 Définition 9

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R). Soit a = (xo, yo) € Q. Soit v un vecteur non nul, v € R?\ {(0,0)}. On dit que
f est dérivable selon le vecteur v ssi 'application ¢, : t — f(a+ tv) est dérivable en 0, on appelle alors dérivée
en a selon le vecteur v et on note D, f (a) cette dérivée :

Dyf(@ =lim [T

Remarque :

of

0
o Les dérivées partielles 6_f et 3 sont les dérivées selon les vecteurs de la base canonique (1,0) et (0, 1).
X y

» La dérivée selon un vecteur v correspond a la pente de la tangente a la fonction dans la direction du vecteur v.

Proposition 5

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C'(Q). Soit a = (xg, o) € Q. Ona:

D,f(a)=<Vf(a),v>.




Preuve. Soitv=(v1,12)€EVE R2\ {(0,0)}, soit ¢ suffisamment petit. Ona:

fla+tv)= f(xo+tvy, yo+1tvo) o f(x0, y0)+ < Vf(x0, y0), t(v1,v2) > +o(ll t(vy, v2) )

o f(x0,y0) + £ <V f(x0,y0), (v1,v2) > +0(F)

t=0f(a)+ t<Vf(a),v>+o(t).

Donc:
fla+tv)-f(a)

t

—
Ainsi :
fla+tv)-f(a)

—0< Vf(a),v>+o(1).

Dyf(d)=}lir(l) ; =<Vf(a),v>.
O
3.2 Regle delachaine
—‘ Proposition 6
Soit Q un ouvert de RZ. Soit fe ClQ,R).
Soit I un intervalle de R, soient x, y € C1(I,R) telles que: Vel ((x(2),y() Q.
Posons :
g: I — R
t —  fx®),y®).
Alors ge C (I, R) et :
viel g'(n= x’(t)%(x(t),y(t)) +y’(t)g(x(t),y(t)).
0x oy
Preuve. Soittel.
glt+h) =fx(t+h),y(t+h)
o fx(® +hx' (0 +o(h), y(©) + hy' () + o(h))
_ of 1oy, OF /
W0 fx@,y0)+ ox (x(0), y() hx' (1) + dy (x(8), y(D) hy' () + o(h).
Donc: 4 @ of of
git+h)—-gly) _ of ' of /
7 W0 9% (x(8), y()x (1) + dy (x(0), y(0)y () + 0o(1).
D'oli: t+h) W of oF
. gu+h)—g) of ' of /
}1113) W =ax (x(0), y(0)x (1) + dy (x(8), y(®)y (1).
Ainsi g est dérivableen f et:
g =x’(r)a—f(x(t) y(r))+y’(t)6—f(x(t) y(0).
ox ’ ay ’
Comme x, y et f sontC!, g’ est continue et ainsi g € C1 (I,R) . O

Remarque:
e On peut également noter :

f

f

Vtel i(f( (0, y(0) = '(t)a—( 0, y(0) + '(t)a—( (0, y(1)
’ dt X ’y =X ax X ).y y ay X ry .

¢ On considére un arc paramétré y : y(¢) = (x(¢), y(#)).Ona:

f

0 0
(foy)()= x’(t)g(x(t),y(t)) +y'(1) !

ay

Cette formule représente la dérivée de f selonl'arc y.

(x(), y(0) =< Vfy(£),y'(t) >.

* Soit k € R, la ligne de niveau k est 'ensemble des points pour lesquels f est constante égale a k. Si on considére que

cette ligne de niveau est paramétré par unarcy,ona:

Vtel, foy(t)=k.

Donc:

Ve, <V ),y () >=(foy) () =0.

Comme y’() dirige la tangente a 'arc y, c’est-a-dire la tangente a la ligne de niveau, alors : le gradient est orthogonal

aux lignes de niveau de la fonction.



—4 Proposition 7

Soit Q; et Q, des ouverts de R?. Soit f € C'(Q;,R). Soient ¢, € C'(Q,R) telles que : Y(u,v) € Qy,

(p(u, v),¥(u,v)) € Q.

Posons :
8: Qz —- R

(w,v) —  flpu,v),yWw,v).
AlorsgeCl(Qg,[R) et:

98 (1 1= 2 (0 L W L
V(u,v) € Qy, ax(u, V) = ax(u, v) ax((,o(u, V), y(u, ) + ax (u, v)ay(q)(u, V), ¥ (u,v))

98 (1 1= 2 (0 L LIAWs

ay(u, V) = oy (u,v) ox (p(u,v),y(u,v)) + oy (u,v) Gy (p(u, v),y(u,v)).

> Exemple 5: Soit f de classe C! sur R?. Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :
L () — f(yx),
2. (x,)— f(x,x),
3. (x,1)— xyf(xy,x?),
4. (6 y) = f(f o, f(3 ).

> Exemple 6: Soit f de classe C! sur R2. Calculer les dérivées partielles de : (r,8) — f (r cos(8), r sin(d)).

> Exemple 7: Déterminer les fonctions de classe C! sur R? telles que :

of of _
2= — = =x%y.
0x Oy X

On pourra poser (i, V) = (x,x+2Y).

IV Extremums

—4 Définition 10

Soit Q un ouvert de R2. Soit f e F(Q,R). Soit a € Q. On dit que :

e f admet un minimum global en a ssi:
YueQ, f(a) < f(u),

e f admet un maximum global en a ssi :
YueQ, f(a) = f(uw),

e f admet un extremum global en a ssi f admet un minimum ou un maximum global en a,
e f admet un minimum local en a ssi :

Ar>0,YueQnB(a,r), fla) < f(u),

e f admet un maximum local en a ssi :

Ir>0,YueQnB(a,r), fla)= f(u),

e f admet un extremum local en a ssi f admet un minimum ou un maximum local en a.

—4 Définition 11

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € F(Q,R). Soit @ € Q. On dit que a est un point critique de f ssi f admet des
dérivées partielles nullesen a :

W = O
ax (a) = &y (@) =0,
c’est-a-dire :
Vf(a)=(0,0).




Proposition 8

Soit Q un ouvert de R?. Soit f € C'(Q). Soit a € Q.
Si f admet un extremum local en a alors a est un point critique de f.

Remarque : Comme pour les fonctions d’une variable, la réciproque est fausse. Par exemple, f : R?> — R, (x,y) — xy admet
un point critique en (0,0) mais (0,0) n’est pas un extremum local car : Vx € R*, f(x,x) = x*> > £(0,0) et Vx € R*, f(x,—x) =
—-x% < £(0,0) avec lin[l)(x, x) = lin(l)(x, -x) = (0,0).

X— X—

Preuve. Supposons que f admette un maximum local en a = (xg, yo). f(., ¥o) admet un maximum local en xp.
De plus, comme Q est un ouvert, xo n'est pas une extrémité de Dy,,. Donc x¢ est un point critique de f(,, yo). Ainsi :

of _
S (@=0.

N P
De méme, — (a) =0. O
oy

> Exemple 8: Etudier les extremums de :
f: R —R

L xy) = x=-p>+x3+y37
f: R —R
xy) = x=-p*+xt+yt
, f1 R™xR —R

(x,y) —  x(Unx)?+y?) "
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