Chapitre 24 : Déterminants

Dans tout le chapitre n désignera un entier naturel non nul, E désignera un K-espace vectoriel de dimension n et K dé-
signera R ou C.

I Déterminant d’'une famille de vecteurs dans une base

1.1 Définition

—4 Définition 1

Soit f: E" — K. On dit que :
1. f est linéaire par rapport a la i-éme variable, i € [1,n] ssi, pour tous xy, ..., Xj_1, Xi+1,..., X, les applica-
tions :

E —- K
X - f(x1,..-,xi—1;x,xi+ly.--,xn)
sont linéaires,

2. f estlinéaire par rapport a chaque variable ssi pour tout i € [1,n] , f est linéaire par rapport a la i-eme
variable,

3. festalternée ssi: pour tout (xy,...,x,) € E", pour tous i, j € [1,n] telsque i # j,ona:

Xi=xj= f(x1,...,x,) =0.

—4 Proposition 1

Soit f : E" — K linéaire par rapport a chaque variable et alternée, alors f est antisymétrique, c’est-a-dire : pour
tout (xp,...,x,) € E", pour tous i, j € [1,n] telsque i # j,ona:

Fn e Xy, Xjy ooy Xp) = = f(X1, 00, Xy ooy Xiy vy X)),

(on a échangé les i-eme et j-éme variables).

Preuve. Soit (x1,...,X,) € E". Comme f est alternée :
X1yeeey Xj+Xiyee, Xj +Xj,...,Xp) =0, Xx;+ Xx; est placé aux positionsi et j.
( it Xj it Xj )=0 i+xj estplacé posit t)
Or, par linéarité par rapport a la i-eme variable puis par rapport a la j-eme variable :

F& X+ Xy, X+ Xy, Xn) = (X Xy X+ Xy, Xn) + f (X100 Xy oo X+ Xy oo, Xn)

=X Xy Xy, Xp) + F (X1, Xy Xy, Xp) + f (X1 e, Xy, Xy oy X)) + f (XL, Xy e, Xy
Donc, comme f est alternée :
0=fx1, e, Xj+ Xj,u s, Xj+ Xy X0) = F(X1, 0, Xy e, Xy, Xp) + (X100, Xy, Xy ooy X).

Ainsi :
f(xl,...,xi,...,xj,...,xn) :—f(xl,...,xj,...,x,',...,xn).

Donc f est antisymétrique. O

Théoréme 1

Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Il existe une unique application, notée det g et appelée déterminant dans la base B, de E” dans K linéaire par
rapport a chaque variable, alternée vérifiant det z(ey,...,e,) = 1.

Remarque:
o Cerésultat sera admis dans le cas général mais une preuve sera faite dans le cas particulier n = 2 (Proposition 4).
 La proposition précédente montre que le déterminant dans la base B est antisymétrique.



Notation : Soit 8 = (ey, ..., e;) une base de E.
Soit (x1,...,Xx,) € E™.
n
Soit j € [1, nl, soient (my,j,..., My, ;) les coordonnées de x; dans B: xj = Y_ m; je;.
i=1
On note:
min mi n
det g(x1,...,%X,) =
Mp1 ... Mpnp

Remarque : Cette notation est abusive car le déterminant dépend de la base B mais elle permet d’avoir dés maintenant une
vision matricielle du déterminant.

—4 Proposition 2

Soient A4,...,A,€eK.Ona:
A 0 0
0o A n
2 =] Ax-
. 0 k=1
0 0 A,
Preuve. Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Par notation,
A0 0
0 A =detg(Aie1,...,Anen).
. . . 0
0 ... 0 Ay

Par linéarité par rapport a la premieére variable, puis la deuxiéme, ..., puis la n-iéme :

A1 0 L. 0
0 A n
=1 detB(el,/lzeg,...,)lnen) :Al)lgdetg(el,eg,...,/lnen) == H Ak detB(el,...,en).
. . . 0 k=1
0 ... 0 Ay

Or, par définition du déterminant, det g(ey,...,e,) = 1, donc:

A0 ... 0
0 A n
=[] A«
'-. 0 k:1
0 0 Ay

Proposition 3

Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Soit f: E™ — K une application linéaire par rapport a chaque variable et alternée.
Il existe A € K tel que :

f=Adetp.

Preuve. » Supposons f(ey,...,en) #0.

Posons g = f- Alors g est également une application linéaire par rapport a chaque variable et alternée.

f(el;---yen)
De plus, gleg,...,en) =1.

Donc, d’apreés 'unicité de la définition du déterminant (théoréme 1), g = det 3. Donc, en posant A = f(eq,...,epn) :

f=Adetg.

* Supposons f(ey,...,en) =0.
Soit (x1,...,X,) € E".



Soit j € [[1, n]], alors il existe my j,...,my j €K tels que : x; = er'lil Xj je.
Donc, par linéarité par rapport a chaque variable :

n n
FL X)) = F Y Xij1€i,-0 3, Xiy nei,
=1 in=1
n n
= Z Z (x,-l'l...x,-nyn)f(eil,...,e,‘n).
=1  ip=1

Soit (i1,...,in) € [1,n]".

- Siiy,...,in ne sont pas deux a deux distincts, comme f est alternée, f(e,-l,...,ein) =0.

- Siiy,...,ip sont deux a deux distincts alors {iy,..., iy} = [, n] donc f (e;,,...,e;,) = f(e1,...,en) = 0.
Ainsi f(x1,...,xp) =0donc f =0et A =0 convient.

1.2 Cas particulier des dimensions 2 et 3

Proposition 4

Si dim (E) = 2, soit B = (e, e2) une base de E, soient xj, x; € E de coordonnées respectives dans B (a, b) et (¢, d).
Ona:

det g(x1,x2) = =ad - bc.

a c
b d

Preuve. Dans cette preuve, on ne va pas montrer uniquementla proposition 4 mais également prouver le théoréme 1 dans le cas particulier
n=_2.

e Analyse:
Supposons qu'il existe f : E2 — K linéaire par rapport a chacune de ses variables, alternée, vérifiant f(e1,ez) = 1.
Soient x1, x2 € E de coordonnées respectives dans B (a, b) et (c,d), ona: x1 = aey + bey et xp = cey +dey.
f(x1,x2) = f(aey +bey, cey +dey)
=af(e1,ce; +dex)+bf(ex,ce; +der) parlinéarité par rapport a la premiere variable,
=acf(ey,e1) +adf(er,e2)+bcf(er,e1)+bdf(ez,e2) parlinéarité par rapport a la deuxiéme variable,
=adf(e1,e2) +bcf(ez,e;) carfalternée,
=adf(e1,ex) —bcf(er,ep) carfantisymétrique,
=ad—-bc car f(e1,e2) =1.
o Synthése:
Posons :
f: E - K
(x1,x2) — ad-—bcavec x) =aej +beyetxy=cey+des.
— Montrons que f est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

* Soient xl,xi,xg € E de coordonnées respectives dans B (a, b), (a',b') et (c,d), on a: x| = aej + be, xi =de +beyet
x2 = cey +dep. Soient A, pe K. Ona: Axy + ux| = (Aa+pa')x; + (Ab+ ub')x, donc:

FQAxy +pxi, x0) = (Aa+pa'yd - (Ab+ ub')c
= Alad — bc) + y(a'd -bo
= Af(x1, X2) + puf (x], X2)

Ainsi f estlinéaire par rapport a la premiere variable.
* Soient xl,xg,xé € E de coordonnées respectives dans B (a, b), (c,d) et (c’,d"), on a: x1 = aej + bey, xp = ce1 +de et
xy =c'e; +d'ep. Soient A, pe K. Ona: Axz + px) = (Ac+ pc')x1 + (Ad + pd’) x donc :
Fx1, Axg + pxp) = a(Ad + ud’) — b(Ac+ uc)
= AMad - be) + u(ad' - bc')
= Af(x1, xo) + puf (x1, X5)

Ainsi f estlinéaire par rapport a la deuxieme variable.
Ainsi f estlinéaire par rapport a chacune de ses variables.
— Montrons que f est alternée.

Soient x1, x2 € E de coordonnées respectives dans BB (a, b) et (¢, d). Supposons x1 = x2, alors a=cet b=d donc:

f(x1,%2) = ad—bc=ab—ab=0.

Ainsi f est alternée.



- Montrons que f(e1,ep) = 1. Les coordonnées de e et ex dans B sont respectivement : (1,0) et (0,1) donc:
fler,e2)=1.1-00=1.

- Ainsi f convient.
o D’oul'existence, 'unicité et la valeur.

Interprétation géométrique

On se place dans le plan R? muni de sa base canonique que 1'on note (7, 7).
Soit U, v deux vecteurs de RZ.
On note P; 5 le parallélogramme construit sur les vecteurs Uetv:

.}
<l
=

On note A(P; ) I'aire algébrique de Py; ; c’est a dire que I'aire de P; 4 est comptée :
e positivement siI'angle (2, 7) est décrit dans le sens trigonométrique.

* négativement sinon.
Alors (u, v) — A(P ) estlinéaire par rapport a chaque variable, alternée et A(P—l: 7) =1donc:

A(P; ) = det 7.5 V)

—4 Proposition 5

Si dim (E) = 3. Soit B = (ey, e2, e3) une base de E, soient (X,Y,Z) € E3 de coordonnées respectives dans B :
(x1, X2, x3), (Y1, ¥2, ¥3), (z1,22,23). On a:

X1 Y1 2
detp(X,Y,Z)=|x2 Y2 22|=X1)Y223+X3Y122+X2Y321 — X3Y221 — X1Y3%2 — X2)123
X3 Y3 <3

Preuve. Dans cette preuve, on utilise des notations matricielles :

1 n a 0 n a 0 »n a1
detg(X,Y,Z)=x1| 0 y2 z2 |+x2| 1 Y2 2z |+x3| 0 2 2 linéarité par rapport a la premiére variable,
0 y3 z3 0 y3 =z 1 y3 2z
1 1 =z 1 0 =z 1 0 =z
=x1y1| 0 0 22 |+x1)21 0 1 2z [+x1¥3| 0 0 2z
0 0 z3 0 0 z3 0 1 =z3
01 z 0 0 2z 0 0 2z
+x2y11l 1 0 2o [+x2)2| 1 1 22 |[+x2y3] 1 0 2
0 0 =z3 0 0 z3 0 1 =z3
01 =z 0 0 =z 0 0 =z
+x3y1] 0 0 2zp |+x3y2| 0 1 =z [+x3y3] 0 0O Zzp | linéarité par rapport a la deuxieme variable,
1 0 z3 1 0 z3 1 1 z3



1 0 =z 1 0 =z
detg(X,Y,Z)=x1y2| 0 1 2z |[+x1¥3| 0 0 =2z
0 0 =z3 0 1 z3
01 =z 0 0 =z
+x2y11 1 0 zp [+xy3| 1 0 2
0 0 =z3 0 1 z3
01 =z 0 0 =z
+x3y1| 0 0 2z |+x3)2| 0 1 zp | alternée,
1 0 z3 1 0 =z
1 0 0 1 0 0 01 0 0 0 1
=x1)2z3 0 1 0 |+x3¥322| 0 0 1 [+x2y123] 1 O O [+x2y327| 1 O O
0 0 1 01 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1
+x3y122] 0 0 1 |+x3y221| 0 1 O |linéarité parrapport ala troisieme variable et alternée.
1 0 0 1 0 0
Or:
1 0 O
. 0 1 0 :1,
0 0 1
1 0 O 1 0 0
¢ |0 O 1|=-]0 1 0 [=-1parantisymétrie,
0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0
¢|1 0 O0|=-={0 1 0 |=-1parantisymétrie,
0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1 0 O
e[ 1 0 O|==1 0 O0|=|0 1 0 |=1parantisymétrie,
0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1 0 0
e |0 0 1 |=-{0 0 1|=|0 1 0 |=1parantisymétrie,
1 0 O 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0
e |0 1 0|=—=|0 1 0 [=-1parantisymétrie.
1 0 O 0 0 1
Donc:
det g(X,Y,Z) =x1y223 — X1Y322 — X2 Y123 + X2Y321 + X3y122 — X3Y221.
O
Remarque:

 Cette preuve est I'analyse du raisonnement par analyse-synthése qui permettrait de prouver le théoréme 1 dans le cas
particulier n = 3.

o Laformule en dimension 3 se retrouve par la régle de Sarrus :

— Onarecopié sous le déterminant, les deux premieéres
lignes de la matrice.

— On fait le produit des termes de chaque diago-
nale (représentée par un trait plein) en attribuant a
chaque terme un signe +.

— On fait le produit des termes de chaque anti-
diagonale (représentée par un trait en pointillés) en
attribuant a chaque terme un signe -.

— La somme de ces termes donne le déterminant de la

X2 Y2 matrice.

o Laregle de Sarrus n'est valable que pour les matrices de taille 3, il ne faut surtout pas la généraliser!



1 2 0 1
> Exemple 1: Calculerd; =|2 -1 O0|,etd,=(2 0
3 1 1 2

Interprétation géométrique
Dans la base canonique de I'espace, le déterminant d'un triplet de vecteurs est égal au volume orienté du parallélépipede
construit sur ces trois vecteurs.

1.3 Déterminant et bases

Proposition 6

Si B et B’ sont deux bases de E, alors :
det g = det p(B) det 3.

Preuve. det g est une application linéaire par rapport a chaque variable et alternée. Donc, d’apres la proposition 3, il existe A € K tel que :

det B = /ldetB.
Ainsi det g/ (B) = Adet g(B) = 1.
Donc:

det B = det B (B)det B-

Od
Proposition 7
Soit 5 une base de E, soit (x3,...,X,) € E". (x1,...,x,) est une base de E ssi :
det B(x1,...,x,) #0.
Preuve. * Supposons que B’ = (x1,...,xy) soit une base de E. Alors det B = det g/ (B)det 3. Donc det g (B") = det B (B)det B(B’).
Ainsi :
det g (B)det g(B') = 1.
Donc:

det g(x1,...,x,) =det g(B") #0.
« Supposons que (x,..., Xy) ne soit pas une base de E. Alors comme Card (x3,...,x;) = n =dimE, (x1,...,Xy) est liée. Donc il existe
ipelll,nl, A1,...,djy—1,Aig41---» An €K tels que:
xl-o = Z /l,-xi.
i€[1,n]\{io}
Ainsi, par linéarité par rapport a la iy-éme variable :
det g(x1,...,x5) =det g(x1,..., Z AiXjy.r Xp)
i€[1,n]\{io}

= Y Aidet g(x1,..., Xjp.. . Xn)
ie[[1,n]\{ip}

=0,

par alternance du déterminant (x; étant en position iy et en position i).
Donc, par contraposée, si det g(x1,...,xs) # 0 alors (x1,...,Xy,) est une base de E.

> Exemple 2: Soit £ € R. On pose x; = (¢,3,-1), xo =(1,—-1,f) et x3=(1,¢,—1).
Pour quelles valeurs de t, (x1, X2, x3) forme une base de R3?



II Déterminant d'un endomorphisme

Théoréme 2

Soit f € L(E).
Il existe A € K tel que, pour toute base Bde E,on a:

Y(x1,...,%n) € E", det g(f(x1),..., f(xn)) = Adet g(x1,..., Xp).

Remarque : Il faut bien remarquer que la constante ne dépend pas de la base.

Preuve. e Soit B une base de E.
Lapplication gg : (x1,...,Xxp) — det g(f(x1),..., f(x5)) est clairement linéaire par rapport a chaque variable et alternée. Donc,
d’apreés la proposition 4, il existe A3 € K tel que : gg = Ag detg, c’est-a-dire :

Y(x1,...,xp) € E", det g(f(x1),..., f(xn)) = Agdet g(x1,..., Xp).

« Soient B et B’ des bases de E.
Soit (x1,...,x,) € E",
det 31 (f(x1),..., f(xn)) = det g (B)det g(f(x1),..., f(xn))
= Apdet g/ (B)det g(x1,...,x,)
:ABdetBr(xl,...,xn)

Ainsi :
A det gi(x1,...,xp) = Agdet g (x1,...,Xn).

En particulier, pour (x1,...,x,) =B’,ona:

A =Ag.
D’ot1 la conclusion.
O
—‘ Définition 2
Soit f € L(E), on appelle déterminant de f et on note det(f) le nombre tel que :
Y(x1,...,%n) € E", det g(f(x1), ..., f(x,)) = det(f) det g(x1,..., X)),
ol B est une base quelconque de E.
—4 Proposition 8
Soit f € L(E).
Soit B = (ey,...,e;) unebase de E.On a :
det(f) =det g(f(e1),-.., f(en)).
Preuve. Ona:V(xy,...,x,) € E", det g(f(x1),..., f(xy)) = det(f)det g(x1,...,Xn).
En particulier, pour (x1,...,xp) = (e1,...,ep),0ona:
det g(f(e1),..., f(en)) = det(f)det gley,...,en) = det(f).
O

Proposition 9

Soit f € L(E), soit A € K.
e det(Idp) =1,
e det(Af)=A"det f, ot n=dimE.

Remarque : On a det(11dg) = A" et donc det(—Idg) = (-1)".

Preuve. Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
o det(Idg) =detg(Idg(e1),...,Idg(en)) = detg(ey,...,en) = 1.
o det(Af) =detg(Af(e1),...,Af(en)) = A" detg(f(e1),..., f(en)) par linéarité par rapport a chaque variable. Donc :

det(Af) = A" det f.



Proposition 10

Soient f, g € L(E).

det(f o g) = det(f).det(g).

Preuve. Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

det(fog) =det g(fogler),...,foglen)
=det(f)det g(gle1),...,g(en))
=det(f)det(g).

—‘ Proposition 11

Soient f € L(E).

De plus, dans ce cas : det(f 1) =

1

f € GL(E) < det(f) #0.

det(f)’

Preuve. Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

f€GL(E) < (f(e1),..., f(en)) estune base de E
< detg(f(e1),..., f(en)) # 0 d’apres la proposition 7,
< det(f) #0.

De plus, dans ce cas : det(Idg) = det(f o f~1) = det(f) det(f 1) donc:

u: Ry[X]

> Exemple 3: Soit a € R, soit

P

_ 1
det(f™h) = det(f)"

— Ra[X]
(X2+1)P"-3XP' +aP °

Pour quelles valeurs de a, u est-elle bijective?

Rn[x] -

> Exemple 4: Soit “ p

Calculer det(u).

Rn

[X]

PX+1)-PX). -’

III Déterminant d’une matrice carrée

3.1 Définition

—4 Définition 3

Soit A € M, (K), soient Cy,...,C, les colonnes de A. Soit 3 la base canonique de M, ; (K). On appelle détermi-
ap, ai,n
nant de A et on note det(A) ou le nombre :
an,l 000 an,n
arn ... QAln
det(A) = : : =det g(Cy,...,Cp).
ap,1  -.- Qnn




—4 Proposition 12

Lapplication :

MK — K

,ou (Cq]...|C,,) désigne la matrice de colonnes (Cy,...,Cy),
€l C) = det(Cy]...1Cy) O (1l 1Cn) désig €1 Cnd

est linéaire par rapport a chaque variable et alternée.

Preuve. Comme det g est est linéaire par rapport a chaque variable et alternée, le résultat est évident. O

Proposition 13

Soit u € L(E). Soit B une base de E. Soit A=Matg(u). Ona:

det(A) = det(u).

Preuve. Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Posons A = (ai,j) eEMpu(K).Ona:

a1,1 vee lll,n
det(u) = det g(uley),..., u(en)) = =det(A).
dn,l v anyp
O
3.2 Propriétés du déterminant
—‘ Proposition 14
Soit A € M, (IK) une matrice carré.
1. Siune colonne de A est nulle, alors det(A) = 0.
2. Sideux colonnes de A sont égales, alors det(A) = 0.
3. Pour tout A € K, det(1A) = A" det(A)
Preuve. 1. Il s’agit de la linéarité par rapport a chaque variable (I'image du vecteur nul par une application linéaire est nulle).
2. Tl s’agit de l'alternance.
3. Il s’agit de lalinéarité par rapport a chaque variable.
O
Proposition 15
Soient A,Be M, (K),ona:
det(AB) = det(A).det(B).
Preuve. Soit f (resp. g) 'endomorphisme canoniquement associée a A (resp. B). Ona:
det(AB) = det(f o g) = det(f).det(g) = det(A).det(B).
O

Remarque : En général, det(A + B) # det(A) + det(B). Le déterminant n’est pas linéaire mais linéaire par rapport a chaque
variable.

Corollaire 1

Soit Ae M, (K), soit peN.Ona:
det(AP) = det(A)P.

o> Exemple 5: Soit n impair et soit A € M, (R) telle que A% - A+, =0. Déterminer A3 et en déduire det(A).



Proposition 16

Soit A€ M, (K). Alors :
AeGL,(K) < det(A) #0.

1
De plus, dans ce cas det(A™}) = .
det(A)
Preuve. 11 suffit d’appliquer la proposition 11 a ’endomorphisme canoniquement associé a A. O

Corollaire 2

Soient Ae M, (K), P€ GL,(K).Ona:
det(P~'AP) = det(A)

Preuve.

det(P~1 AP) = det(P~ 1) det(A) det(P) = det(A) det(P) = det(A).

1
det(P)
O

Remarque : Ce résultat peut également étre vu comme l'indépendance du déterminant d'un endomorphisme par rapport
a la base choisie. En effet, si B et B’ sont deux bases de E, posons P = Pass(3,B'). On a : Matg (1) = P"'Matg(u)P et
det(Mat g (1)) = det(u) = detMat g(u) donc det(Mat g(u)) = det(P~'Mat g(u) P).

Proposition 17

Soit Ae M, (K).On a:
det(AT) = det(A).

Remarque : La preuve de ce résultat n’est pas au programme. Il est admis.

—‘ Corollaire 3

Le déterminant vérifie les mémes propriétés vis a vis des lignes que des colonnes :

« detestlinéaire par rapport a chacune des lignes de sa variable,
o det est antisymétrique par rapport aux lignes de sa variable.
 si A aune ligne nulle ou deux lignes égales, det(A) = 0.

Preuve. Les résultats vrais sur les colonnes sont vrais sur les lignes par invariance du déterminant par transposition. O

IV Calcul des déterminants

4.1 Opérations élémentaires

—‘ Proposition 18

Soit A € M, (K). Soit B la matrice de M, (K) obtenue a partir de A en faisant :
e C; —AC; (resp. L; — AL;) aveci€ [1,n], A e K*. Alors :

det(B) = Adet(A),
o C;—C;j (resp. L; — Lj) avec (i, j) € [1,n]* et i # j. Alors:
det(B) = —det(A),
e Cj—Cj+uCj(resp. Lj — Lj+uL;), avec (i, j) € [1,n]?% i# jetuek.Alors:

det(B) = det(A).

10



Preuve. e C;—AC;

det(B) = det(Ci]...IAC;]...Cp)
= Adet(Cy]...1C;l...Cp) par linéarité par rapport a la i-eme colonne
= Adet(A)

det(B) = det(Cy]...1Cjl...1C;l...Cp)
=det(Cy]...1C;l...1Cjl... Cp) par aintisymétrie
= —det(A)
o Cj—Cj+uC;
det(B) = det(Cy]...ICj + uCjl...Cp)
=det(Cyl...1Cjl...Cp) + pdet(Cy...IC;l... Cp) par linéarité par rapport a la j-éme colonne
= det(Cll...ICjI...Cn) par alternance
=det(A)

4.2 Développement par rapport a une ligne ou par rapport a une colonne

—4 Proposition 19

Soit M = (m;,;) € M (K). Pour tout i, j € [1, n], on pose Aj,j la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en suppri-
mant dans M laligne i etla colonne j. On peut calculer le déterminant de M :

» en développant suivant la j-éme colonne :
n . .
det(M) =) (-1 m; jdet(4; ;).
i=1
o en développant suivant la i-éme ligne :

n 90 a
det(M) = Y_ (-1 m; ;det(A;,)).
j=1

Preuve. Cette preuve est hors programme!

Lemme 1

01,n-1

Soit N € M1 (K). Alors Oni1 N

=det(N).

1 01,n-1
0n-1,1 N
de sa variable, il en est de méme pour g. De plus g(I;;—1) = 1. Par unicité d'une telle application, g est le déterminant de taille n — 1. Ainsi
g(N) = det(N). O

Preuve. Soit g: My_1(K) - K, N— . Comme le déterminant est linéaire et antisymétrique par rapport aux colonnes

Faisons la preuve du développement suivant la i-eme ligne.
Notons M = (m; j);, je[1,n- S0it i € [1, n]. On commence par développer par linéarité par rapport a la i-eme ligne :

mi 1 ml’j_l ml']- m11j+1 min

n mi-11 - Mij-1,j—1 Mj-1j Mi-1,j+1 -~ Mi-1n
detM)= 3 m;;| O 0 1 0 0

j=1 Mit11 oo Mitlj-1 Mivlj  Miglj+1 - Miglp

mn,1 mn,j_l mn'k mn,kﬂ Mp,n
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On rameéne la i-eme ligne en premiere position, sans changer I'ordre des autres, en effectuant Ly < L;_; pour k allant de i & 2 (dans cet

ordre). Cela fait i — 1 échanges, donc le déterminant est multiplié par (—1) i-1.

0 0 1 0 0
mi,1 my,j-1 my,j my,j+1 mi,n
i
det(M) = Y m; j(-1) mi_1,1 Mmi_1,j-1 Mi-1j M1 j+1 mi_1,n
J=1 Mi+1,1 Mit1,j-1 Mitl,j  Mi+l,j+1 Mit1n
Mp,1 Mp,j—1 My, j Mp,j+1 Mp,n

Pour tout j € [1, n], on ramene la j-éme colonne en premiére position, sans changer |'ordre des autres, en effectuant
Cj = Cy_, pour k allant de j a 2 (dans cet ordre). Cela fait j — 1 échanges, donc le déterminant est multiplié par (-1)/ 1

1 0 0 0 0
my,; mi,1 my -1 my,j+1 mi,n
n i : : :
ivie
detM) =) mj, j(=1) I mi—1,j Mi-11 Mmi—1,j-1  Mi-1,j+1 mi—1,n
J=1 Mit1,j  Mi+11 Mit1,j-1  Mi+l,j+1 Mit+1,n
My, j Mp,1 Mp,j-1 Mp,j+1 Mp,n

Notons N;, ; la matrice obtenue a partir de M en supprimant la i-éme ligne et la j-ieme colonne.

On effectue enfin les opérations élémentaires nécessaires pour éliminer tous les coefficients sous le 1 de la premiere colonne : L; —
Ly - mk,le pourkeli+1,n]etLy—Ly— mk_l'le pour k € [2,i] (ce qui ne change pas le déterminant).

On obtient alors :

1 i+7 1 01,n-1
det(M) = m; i(-1)"+] ’
Z b 0p-1,1 Ni,j

m;, ;(—1)" det(N;, ;)

mi,j(_l)Hin,j-

j=1
n
3
j=1
n
)
j=1

La formule de développement suivant une colonne se montre de méme.
O

Remarque : Cette formule permet d’exprimer un déterminant de taille n en fonction de n déterminants de taille n— 1. Elle a
donc deux applications :

« obtenir une formule de récurrence pour calculer un déterminant de taille n,

o calculer un déterminant de petite taille en appliquant la formule jusqu’'a se ramener a un déterminant de taille 3 que
I'on calcule grace a la régle de Sarrus.

e Plusily ade termes m;,;j nuls, moins il y a de termes a calculer dans la somme. On préfere donc de développer par rap-
port a une ligne ou une colonne contenant le plus de zéros possible. Sinon, on fait d’abord des opérations élémentaires
afin de faire apparaitre des zéros puis on utilise le développement.

» En pratique, on applique cette formule en rayant des lignes et des colonne.

1 2 0 -1
. 01 -1 . N o
Soit D = 1 0 2 On va calculer D en effectuant un développement par rapport a la premieére colonne.
1 1 1 0

- Le terme (—1)’*J correspond a une alternance de signe "en damier" :

1 2 0 -1
D= 0 1 -1 1
1 0 2 1
1 1 1 0

Les cases grises correspondent a un signe + (la premiére case a un signe +) et la cases blanches a un signe -.
— On développe par rapport a la premiere colonne donc on encadre cette colonne :
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- On raye ensuite la premiére ligne :

On obtient le déterminant :

— Puis on raye la deuxiéme ligne :

On obtient le déterminant :

— Puis on raye la troisieme ligne :

On obtient le déterminant :

- Enfin on raye la quatrieme ligne :

1 2 0 -1
0 1 -1 1
1 0 2 1
1 1 1 0
1 2 6 1
0 1 -1 1
1 0 2 1
1 1 1 0
1 -1 1
0 2
1 1
1 2 0 -1
0 1 —1 1
1 0 2 1
1 1 1 0
2 0 -1
0 2 1
1 1
1 2 0 -1
0 1 -1 1
1 0 2 1
1 1 1 0
0 -1
1 -1 1
1 1

13




On obtient le déterminant :

Ona:

-1 -1 2

1|+1.|1

1
—
=

1 2 0
1/-0.]10 2
1 0 1 1

1 2 0o -1
o0 1 -1 1
1 0 2 1
1 1 1 0
2 0 -1
1 -1 1
0 2 1
-1 0 -1
1|-1.]1 -1 1|=1(-1-2-D+1(-1-1-2)-1.(-2-2-4)=0.
0 2 1

(Les déterminants de taille 3 ont été calculés en utilisant la régle de Sarrus.)

1 2 0 -1

. 0 -1 1

> Exemple 6: Soit D = 1 0 1
1 1 1 0

. Calculer D en effectuant un développement par rapport a la deuxieme ligne.

> Exemple 7: Soit 0 € [0, ], soit, pour tout n € N*, d,, le déterminant de taille 7 :

2cos(9) 1 0 0
1 2cos(6)
dn = 0
: 1 1
0 0 1 2cos(0)
1. Exprimer d,+2 en fonction de d;+1 et d,.
2. En déduire d,, pour n e N*,
o> Exemple 8: Soient xy,..., X, € K. Montrer que :
1 x x5 .. X!
1 x x5 ... xi!
. = H (x5 — xi)
: . . . l<i<j<n
1 x, x2 Xt

Ce déterminant est appelé déterminant de Vandermonde.

—4 Corollaire 4

Soit T = (¢;,;) € M (K) une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) de diagonale (1,

n
det(T) = [ ] Ak
k=1

Autrement dit :

A,l /11

An An

..o, Ay). Alors:

14

Remarque : On retrouve le fait qu'une matrice triangulaire est inversible ssi ses termes diagonaux sont tous non nuls.




Preuve. En développant par rapport a la derniere ligne :

A M

An
En développant a nouveau par rapport a la derniére ligne :
A M

=Andn-1

An

En réitérant :
M

An

(déterminant de taille n—1)

An-1

(déterminant de taille n —2)

An-2

:(]ﬁzak)wzlf[lak.
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