Chapitre 12 : Calcul matriciel et systémes linéaires

Dans tout le chapitre, K désignera R ou C, n et p deux entiers naturels non nuls.

I Ensemble de matrices

1.1 Définitions

—‘ Définition 1

e On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K tout tableau a n lignes et p colonnes
d’éléments de KK :

ml,l m1,2 o0 ml,j 600 ml,p
M= mi,l mi,2 mi,j mi,p
my,1 mp,2 mn,j mn'p

oules m; ; sont des éléments de K. On écrit aussi M = (m; j)1<i<n = (M 1) (i, el nlx[1,pl-
1<j<p
S’il n’y a pas d’ambiguité sur le nombre de lignes et le nombre de colonnes, on pourra noter plus simple-

ment M = (m;,j).
Les m; ; sont appelés coefficients de la matrice.
» Lensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté M, , (K).

—4 Définition 2

Soit M une matrice a n lignes et p colonnes.
e Si p =1, ondit que M est une matrice colonne.
¢ Sin=1, ondit que M est une matrice ligne.
e Sin=p,onditque M est une matrice carrée et M, ,(K) est simplement noté M (K).

—4 Définition 3

On note 05, (ou 0 il n’ y a pas d’ambiguité) la matrice de M, ,(K) dont tous les coefficients sont nuls et on
note 0,, la matrice de M, (IK) dont tous les coefficients sont nuls.

—‘ Définition 4

Soit M = (m;,j) € My, (K).
* soit i € [1,n], la matrice ligne (m; ;) jeq1,p1 = (M1 ... m;,p) € My ,(K) est appelée la i-eme ligne de M.
my,j
* soit j € [1, p], la matrice colonne (m;, ;) ie[1,n) = € M1 (K) est appelée la j-éme colonne de M.
My, j

e Si p = n, les éléments m; ;, i € [1,n] sont appelés les éléments diagonaux de M et (my1,...,my,,) est
appelée la diagonale de M.

Remarque : Une matrice carrée n'a qu'une seule diagonale.



1.2 Combinaisons linéaires

—{ Définition 5 : Somme et multiplication par un scalaire }

Soient A= (a; j), B = (b;,j) € My, ,(K) et A € K. On définit :
¢ lamatrice somme A+ B = (si,j) € Mn,p(K) par:

V@i, ) ell,nl x[1,pl, sij=ai;+Db;.
o lamatrice A.A=AA= (r; j) € My, ,(K) par:
v(i,j)ell,nl x[1,p], Tij= /161,',]'.

« On appelle combinaison linéaire de A et B toute matrice de la forme a A+ 8B avec (a, ) € K2.

. 1 2 1 O 0 1
> Exemple 1.801entA—(3 4),3—(_1 1)etC—(2 0).CalculerA—ZB+3C.

1.3 Matrices élémentaires

—4 Définition 6

1 sii=j

Pour tout (i, j) € N?, le symbole de Kronecker noté 0;,j est défini par: 6;; = { 0 sinon

—4 Définition 7

Soient (7, s) € [1, n] x [1, pl, on note la matrice E,; de M, p(K) dont tous les termes sont nuls sauf le terme (7, 5)
qui vaut 1, c’est-a-dire :
Er,s = (5i,r5j,s)(i,j)€[[l,n]|xlll,p]l-

Les matrices E, s sont appelées matrices élémentaires.

Remarque : Dans la notation E ;, la taille de la matrice est sous-entendue.



—4 Proposition 1

Soit M = (m;,j) € M, ,(K),ona:

n p
M=) ) myE;.
r=1s=1

Ainsi, toute matrice s’écrit comme combinaison linéaire de matrices élémentaires.

Preuve.

1.4 Produit matriciel

—{ Définition 8 : Produit de deux matrices }

Soient A= (a; ;) € My p(K) et B = (b;,j) € M, 4(K).
On appelle produit des matrices A et B la matrice A x B = AB = (m;, ;) € M, 4(K) définie par

p
Y(i, ) €L, nl x[1,q1, mij= Y aiby.
k=1

Remarque : Si X est une matrice colonne, alors AX est une combinaison linéaire des colonnes de A

0 1

1 1
> Exemple 2: Soient A=|1 1 |etB= (1 1 _01) Calculer AB.
0 -1

0 1 -1
> Exemple 3: Soit A=|-3 4 -3|.Montrer qu’il existe a, b € R tels que :
-1 1 0

A’ =aA+bls,



= Exemple 4: Soient A= (a; ;) € M, ,(K) et B = (b;,j) € M, »(K) avec:
viell,nl,Vjell,pl,a;;=j+1,

Viell,pl,Vjell,nl, b;;=1i.
Calculer AB.

—{ Proposition 2 : Propriétés du produit matriciel }

1. Le produit matriciel est associatif :
VY (A B,C) e My, p(K) x M, 4(K) x My - (K), (AB)C = A(BC).

Ainsi, le produit de trois matrices A, B et C pourra étre noté ABC sans parentheses.
2. Le produit matriciel est bilinéaire :

V (A,B,B') € My, p(IK) x M (K) x M q(K), Y(A, 1) € K*, ALB+uB') = AAB+ pAB’,

et
V (A, A", B) € My p(KK) x M, (K) x M, 4(K), Y(A, ) € K?, (AA+pA")B=AAB + pA'B.

Remarque :

0 1 0 -1 1 0
o Le produit matriciel n'est pas commutatif. Par exemple, pour A = (1 0) etB= (1 0 ), onaAB= (0 _1) et BA=

-1 0
( 0 1) donc: AB # BA.
e On ne peut pas simplifier le produit matriciel par des matrices non nulles, autrement dit, AB = 0 n'implique pas A=0

1 1 1 1
ouB=0. Parexemple,pouer:(1 1) etB:(_1 _1),onaAB=02 et A#0; et B #0,.
. . . 0 1 )

» On peut avoir une puissance nulle sans que la matrice soit nulle. Par exemple, pour A = o olona Ac=02et A#0,.

Preuve.



—‘ Définition 9

On appelle matrice identité de M, (K) et on note I, la matrice de M (KK) dont tous les coefficients diagonaux
valent 1, les autres valant 0 :

1 0 0
B=|"

S

0 0 1

Pour tout (i, j) € [1, n] x [1, n], son coefficient d’indice (i, j) est 6,-,]-.
Les matrices de la forme A[,, avec A € K sont appelées des matrices scalaires.

—4 Proposition 3

VAe M,(K), Al,=1,.A= A.

Remarque : On a donc : A.(AI;) = (A1).A = A1 A ainsi la multiplication par une matrice scalaire est équivalente a la multipli-
cation par un scalaire.

Preuve.



Proposition 4

Vrell,n], Vs, kell,pl,VIe[l,ql, E,sExi=0skEr-

Preuve.

1.5 Transposition

—4 Définition 10

Soit A= (a;,j) € My, (KK), on appelle transposée de A et on note AT = (a;. j) la matrice de M, ,(IK) définie par :
V(i)j) € [[1) p]] X |I1) n]])a;',j = aj,l"

Autrement dit, AT est obtenue a partir de A par échange des lignes et des colonnes :

a, die o dip a,y a1 - dpa

az az,p T ay dzp2 -+ Ap2
A=[ . . ;A=

ap1  Q4p2 " QAnp aip a2p °° Anp

—{ Proposition 5 : Opérations et transposition }

o YAe My p(K), (ANT = A

o YA€ My p(K), VB € M, ,(K), YA, ue K, A.A+uB)’ = A.AT + u.BT. On dit que la transposition est
linéaire.

o YAe M, ,(K), YBe M, 4(K), (AB)T =BT AT.

Preuve.



II Opérations élémentaires

2.1 Opérations élémentaires sur les lignes

—4 Définition 11

Soit Ae M, ,(K). Onnote Ly, ..., L, ses lignes.
On appelle opération élémentaire sur les lignes de A I'une des trois opérations suivantes :

. Echange deslignes L, et L avec r # s que 'on note L, < Lj.
o Multiplication d’une ligne L, par A € K* que l'on note L, — AL,.
e Ajoutde AxLsa L, avecr #squelonnote L, — L, +AL; ou A € K.

—4 Définition 12

On appelle matrice de permutation toute matrice carrée P, ; € M, (K) de la forme suivante :

r¢ colonne s¢ colonne
| |
1 0 0
0
1
00 - 0 1 —— r¢ligne
0 1
Pr,s=In_Er,r_E5,s+Er,s+E5,r =
1 0 .
1 0 --- 0 O — s¢ ligne
1
0 0 1

ot (r,s) € [1,n]? avec r # s.

Proposition 6

Soit A€ ./\/ln,p([K). Soit (r,s) € [1,n]% avec r # s, P, A estla matrice obtenue en appliquant a A'opération L, —
L.

Preuve.



Proposition 7

Soit (r,s) € [1,n]* avec r # s, ona: P2 = 1I,.

Preuve.



—4 Définition 13

On appelle matrice de dilatation toute matrice carrée D,(1) € M,(K) de la forme suivante

r¢ colonne
|
1 0 0
0
DA =I,+(A-1DE,, = 1 — r¢ligne
: L0
0 0 1

oulelK* etrel[l,n].

Proposition 8

Soit A € M, ,(K). Soit r € [1,7n] et soit A € K*, D;(1)A est la matrice obtenue en appliquant a A I'opération
L, —AL,.

Preuve.

Proposition 9

Soit r € [1,n] etsoit A € K*, ona: Dy(3)Dy(A) = Dy (M) Dy (3) = In.

Preuve.




—4 Définition 14

On appelle matrice de transvection toute matrice carrée Ty, s(1) € M, (K) de la forme suivante :

s¢ colonne
l
1 0 0
o 1 . 1 — r¢ligne
Ty s(A) =1, + AEys =
-
0 0 1

oudekKet(r,s)e[l,n]?avecr #s.

—4 Proposition 10

Soit A € /\/ln,p(IK). Soit (1, s) € [1, n]® avec r # s, et soit A € I, T, s(A) A est la matrice obtenue en appliquant a A
lopération L, — L, + AL; .

Preuve.

Proposition 11

Soit (r,s) € [1,n]% avec r # 5, et soit L €K, on a: Ty (A) Ty,s(=A) = Tps(=A) Ty s(A) = I.

Preuve.
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Définition 15

Les matrices de permutation, dilatation et transvection sont appelées matrices d’opérations élémentaires.

2.2 Opérations élémentaires sur les colonnes

—4 Définition 16

Soit A€ ./\/ln,p([K). On note Cy, ..., Cp ses colonnes.
Tout comme pour les lignes, on appelle opération élémentaire sur les colonnes de A I'une des trois opérations
suivantes :

o Echange des colonnes C, et Cs avec r # s ce que I'on note C; — Cs.
e Multiplication d'une colonne C; par un scalaire A non nul ce que 'on note C, — AC;.
e Ajoutde A x Cs a C, avec r # s ce que 'on note C, — C, + ACs ou 1 € K.

—4 Proposition 12

Soit Ae M, p(K).
« Soit (r, ) € [1, pl® avec r # s, AP, ; est la matrice obtenue en appliquant a A l'opération C, < Cj.
o Soit L e K* etsoit r € [1, pl, AD,(A) est la matrice obtenue en appliquant a A 'opération C, — AC;.
o Soit A € K et soit (r,s) € [1, p]® avec r # s, AT,,5(A) est la matrice obtenue en appliquant a A 'opération
Cs — Cs+ AC;.

III Systemes linéaires

3.1 Généralités

—4 Définition 17

 On appelle équation linéaire a p inconnues une équation de la forme a;x; +--- + apx, = b, d'inconnues
X1,...,Xp eKetouay,...,ap, bekK.
e On appelle systeme linéaire a n équations et p inconnues tout systeme de la forme :

ap1xyt-t+tapXp = by

az1xyt--+azpXp = by
S

An1 X1+ + anpXp = by

Pour tout (i, j) € [1,n] x [1, p], les x; € K sont les inconnues du systéme, les a; ; sont les coefficients
du systéme, et les b; forment le second membre du systeme. On appelle solution de (S) tout p-uplet
(x1,..., Xp) € KP vérifiant les n-équations de (S).
o On appelle systeme homogene associé au systeme (S) le systeme (Sp) obtenu en remplacant les seconds
membres by,...,b, pardes0:
ap1xyt-t+tapXpy = 0

az1xX1t---+azpXp = 0
(So) .

Ap1 X1+ +appxy =0

11



—4 Définition 18

Soit S le systeme linéaire introduit dans la définition précédente.

e On appelle matrice du systéeme (S) la matrice :
ar ... Qip
A= : : € My, p(K).

an1 ... an,p
e On appelle colonne du second membre de (S) la matrice :

by
B=| : |Mu®)
by,

—{ Proposition 13 : Ecriture matricielle d'un systéeme }

Soit (S) un systéme linéaire a n équations et p inconnues, soit A € M,, ,(K) la matrice du systéme (S) et soit
B € M1 (K) la colonne du second membre de (S).

X1
Soit (x1,...xp) €KP,posons: X =| : | Mp1(K).
Xp
Alors :
(x1,...Xp) est solution de (S) ssi AX = B.
Preuve.

3.2 Systeme compatible

—4 Définition 19

Soit (S) un systéme linéaire. On dit que :
¢ (S) est compatible ssi (S) admet au moins une solution.
e (S) est incompatible ssi (S) n'admet pas de solution.

—4 Proposition 14

Soit (S) un systeme linéaire a n équations et p inconnues, soit A € M, p(K) la matrice du systeme (S) et soit
B e M 1(K) la colonne du second membre de (S).
Le systeme (S) est compatible ssi B est combinaison linéaire des colonnes de A.

12



Preuve.

—‘ Proposition 15

Soit (S) un systeme linéaire compatible a 1 équations et p inconnues, soit A € M, p () la matrice du systeme
(S) et soit B € M, 1(K) la colonne du second membre de (S).

Notons S I’ensemble des solutions de AX = B et Sy I’ensemble des solutions de AX = 0.

Comme (S) est compatible, il existe Xp € M, 1 (K) tel que AXp = B.On aalors:

S ={Xp + Xo, Xo € So}.

Remarque : On retrouve la méme structure que celle de I'ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire : une
solution particuliere sommée avec les solutions du systeme homogene. Cependant, contrairement aux équations différen-
tielles, il faut supposer que la solution particuliere existe.

Preuve.

3.3 Algorithme du pivot de Gauss

On rappelle I'algorithme du pivot de Gauss vu en début d’année. Cet algorithme s’applique a des systemes de taille quel-
conque.

Le but de I'algorithme du pivot de Gauss est de faire des opérations élémentaires sur un systeme de facon a obtenir un
systeme plus simple a résoudre. Les étapes sont les suivantes :

» on choisit une équation faisant apparaitre la premiére inconnue,
« en effectuant un échange, on place cette équation sur la premiere ligne,

» on effectue des opérations de la forme L; — L; + AL; afin d’éliminer la premiére inconnue dans toutes les autres équa-
tions,
» onrépéte ces opérations en ne considérant plus ni la premiere ligne, ni la premiére inconnue.
Lobjectif est d’obtenir, sur les premiéres lignes, un début de forme triangulaire et, éventuellement, sur les dernieres
lignes, des termes nuls.

13



> Exemple 5: Résoudre le systeme d’'inconnues x,y,z, t€R:

x—-2y+3z—-4t
y—z+t
x+3y-3t
—-7y+3z+t

14



> Exemple 6: Soit m € R, résoudre le systéme d’'inconnues x,y,z€R:

mx+my+4z
2x+y+mz
X+2y+z

15



IV Ensemble des matrices carrées

4.1 Puissances de matrices carrées

Définition 20

Soit A € M,,(K). Pour tout k € N, on définit Ak par récurrence en posant :

A=,
VkeN, AM*L = Ak x A= Ax AF

Remarque :

e Le produit de deux matrices carrées de taille n est une matrice carrée de taille n, le produit ne pose donc pas de
probleme de définition.

o En général, le produit matriciel n’est pas commutatif mais une matrice commute toujours avec ses puissances.

e En général: (AB)* # A¥Bk, par exemple, posons A = (8 (1)), B= ((1) g)

o> Exemple 7: Soit 7€ N*. On pose :

Uu=| : L e MuK).

Calculer U* pour k € N*.

4.2 Cas particulier : matrices diagonales et triangulaires

—‘ Définition 21

Soit A= (a; j) € M (K) une matrice carrée, on dit qu’elle est diagonale ssi V (i, j) € [1, nl?, i # Jj = a;=0
On note D, (K) 'ensemble des matrices diagonales de M, (KK).
Pour tout (14,...,1,) € K", on note diag(1,,...,1,) la matrice diagonale d’éléments diagonaux (11,...,1,) :

Ay O - 0
, 0
diag(Ay,...,Ay) =
0
0 0 Ay

—4 Proposition 16

e Soient A=diag(Ay,...,Ay),B=diag(u,...,tn) € Dp(K), soient A, uelk,ona:
AA+pu.B=diag(AA + ppy,..., AA, + ppy) € Dy (K).
o Soient A=diag(\Ay,...,An),B=diag(u,...,un) € Dyp(K),ona:

AB=diag(M,..., Antn) €Dy

—4 Proposition 17

VA=diag(Ai,...,An) € Dp(K), Yk €N, A¥ = diag(Ak,...,Ak) e D, (K).

—4 Définition 22

Soit A= (a; j) € M (K) une matrice carrée, on dit qu’elle est :
e triangulaire supérieure si: V(i, j) € [1, nl?, j<i = a;=0,
o triangulaire inférieure si: V (i, j) € [1, nl?, i< J = a;=0,

« triangulaire ssi elle est triangulaire inférieure ou triangulaire supérieure.
On note respectivement 7,/ (K), 7,7 (K) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures, triangulaires infé-

rieures de M, (K).

16



Remarque:
e Pour une matrice triangulaire supérieure, les termes situés sous la diagonale sont nuls mais les autres sont quel-

1 0 1
conques. Ainsi: [0 0 2[e 7, (R).
0 0 3

» Les matrices diagonales sont les seules matrices triangulaires supérieures et inférieures.

—4 Proposition 18

o T.H(K), T, (K) sont stables par combinaisons linéaires et produits c’est a dire :

Pour 7, (K): V(A,B) € 7,7 (K)?, VA, w) e K?, L.A+u.Be T,  (K) et AB€ T, (K)
Pour 7,, (K): V(A,B) €T, (K)?, VA, w) eK? L.A+uBeT, (K)et ABeT, (K)

e Soit A=(a; )€ T, (K), B=(b;;)€ T, (K),ona: ABe T, (K) (resp. AB € T, (K)).
En posant AB = (¢; j),ona:
Viel[l,nl, ¢;ii=a;;b;;.

Remarque : La diagonale du produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est égale au produit des

s . . . : 3\"_(2" o«
éléments diagonauy, il en est donc de méme pour les puissances. Par exemple : 0o -1 =lo (")

4.3 Formule du binome de Newton et formule de factorisation

Proposition 19 : Formule du bindme de Newton }

Soient A, B € M, (K). On suppose que A et Bcommutent, c’est a dire que AB = BA. Alors :

k —_
VkeN, (A+B)F =Y * a7 gk

j=o\J

Remarque:
« Il ne faut pas oublier de citer 'hypothése de commutativité.
» Si A ou B est une matrice scalaire, I'hypothése de commutativité est automatiquement vérifiée.

o Il n'est intéressant d’appliquer la formule du binéme de Newton que pour des matrices dont les puissances sont
simples a calculer : matrices scalaires, matrices diagonales mais aussi matrices ayant rapidement une puissance nulle.

Définition 23

Soit M € M ,(K), on dit que M est nilpotente ssi :

JkeN, M*=0,.

21 -1

> Exemple 8: Soit A=({0 2 1 |.Calculer A” pour neN.
0 0
0 1 1

> Exemple 9: Soit A=(1 0 1].Calculer A” pour neN.
1 1 0

—{ Proposition 20 : Formule de factorisation }

Soient A, B € M, (K). On suppose que A et Bcommutent. Alors :

k-1 | .
VkeN*, AK-B¥=(A-B) Y a/Bki
j=0

17



4.4 Matrices symétriques, matrices antisymétriques

Définition 24

Une matrice A € M, (K) est dite :
o symétrique si et seulement si AT = A.

o antisymétrique si et seulement si AT = —A.
On note Sy, (K) (resp. A, (K)) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques).

1 2 3 0
Remarque : La notion de symétrie est par rapport a la diagonale : A= (2 0 1 ) est symétrique et B = (—2
3 1 -1 3

antisymétrique.

2
0
-1

—4 Proposition 21

La diagonale d'une matrice antisymétrique est toujours nulle.

—4 Proposition 22

S, (K) et A, (K) sont stables par combinaison linéaires. C’est a dire :
Pour §,(K): V(A,B) € S, (K), VA, ) € K2, A.A+ ©.BeSp(K)

Pour A, (K) : V(A B) € An(K), YA, 1) € K2, 1. A+ p.B € A, (K)

V Matrices inversibles

5.1 Généralités

—‘ Définition 25

On dit qu'une matrice A € M (K) est inversible si et seulement si il existe B € M, (K) telle que
AB=BA=1,.

Lensemble des matrices inversibles de M, (K) est appelé groupe linéaire (d’ordre n) et noté GL,, (K).

—‘ Proposition 23

Si A€ GL,(K) alors la matrice B telle que AB = BA = I,, est unique.
Cette unique matrice B est appelée inverse de A et notée A~!.

Remarque:
o IneGL,(K) et I, =1,
o PreGLy(K) et P} =Py,
e Dy(@) € GL,(K) et D (@)~ =D, (1),
o Trs(@) € GL,(K) et Tr5(@) ™! = Trs(-a).

Proposition 24

Soit Ae M, (K).
o S’il existe B € M ,,(K) tel que BA =1, alors Ae GL,(K) et B = AL
« S'il existe B € M, (K) tel que AB =1I,,, alors A€ GL,(K) et B= A"

est

0 1 -1

> Exemple 10: Onpose: A= (—3 4 —3). Montrer que A? —3A+21I3 = 03. En déduire que A est inversible et la valeur de

-1 1 0
AL

18



5.2 Cas particuliers

—4 Proposition 25

AL 0 -~ 0
La matrice diagonale D = € M, (K) est inversible si et seulement si: Vi € [1,n], A; #0.
o °o °o . 0
0 0 A,
1
g O --- 0
_1 0
Danscecas, D™ =
0
0 0 =

—4 Proposition 26

. a b
SonA:(C d)eMg(K).
A est inversible si et seulement si ad — bc # 0.

1 d -b
D JATl=——— .
ans ce cas ad— bC (—C @ )

5.3 Opérations sur les matrices inversibles

—4 Proposition 27

Si (A,B) € GL,,(K)? alors AB€ GL,,(K) etona (AB)"! =B 1471,

—‘ Proposition 28

Si A€ GL,(K) et A€ K* alors AAe GL,(K) etona (AA)~! = 1471

—4 Proposition 29

SiAe GL,(K) alors A" e GL,(K) et (A™H)~1 = A.

—‘ Proposition 30

Soient A€ M, (K) et P € GL,(K), soit k€ N, alors :

(PAP Yk = pakp~1,

—‘ Proposition 31

Si Ae GL,(K), alors AT est inversible et (AT)™! = (4™ 1)T,

Remarque : Linverse d'une matrice symétrique est symétrique et I'inverse d'une matrice antisymétrique est antisymétrique.

5.4 Inversibilité et systemes

—‘ Proposition 32

Les opérations élémentaires préservent l'inversibilité.

—4 Théoréeme 1

Soit A e M, (K).

La matrice A est inversible si et seulement si pour tout Y € M, 1 (K), le systéeme AX =Y d’'inconnue X € M, ; (K)
possede une unique solution.
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5.5 Méthodes pratiques de calcul de I'inverse

Méthode 1 : Résolution de systéme

by
Soit A € M, (K). Soit B = C e M1 (K) vecteur colonne de parametres, on résout le systéme (S) associé a
bfl
X1
I'équation matricielle AX = B d’'inconnue X =| : | € M, 1(K). Si (S) admet une unique solution, A est inver-
Xn

sible et 'unique solution de (S) est X = A~1B. On détermine alors A™1L.

Méthode 2 : Opérations élémentaires

Soit A e M, (K).

On cherche des opérations élémentaires exclusivement sur les lignes ou exclusivement sur les colonnes telles
que A seramene a I,.

On sait alors qu'il existe des matrices d’opérations élémentaires Ej, ..., E; telles que E,...E; A = I, (cas des lignes)
ou AE,...E; = I, (cas des colonnes).

Dot A} = E,...Ey = E,..E1 I,

Lalgorithme de calcul de l'inverse de A consiste donc a appliquer conjointement a A et I,, les opérations
élémentaires qui rameénent A a I,,. Ala fin du calcul, on obtient les matrices I, et A.

3 2 -1
> Exemple 11: Inverser la matrice A=|1 -1 1
2 =2 1
4 -2 =2 1 0 1
> Exemple 12: Onpose A=(1 0 -1|etP=|1 1 0. Inverser P, calculer P~' AP et en déduire A" pour n € N*.
3 -2 -1 1 -1 1

5.6 Cas particulier des matrices triangulaires

Proposition 33

Une matrice triangulaire 7' est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. Dans
ce cas, T~! est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont les inverses des coefficients diagonaux de T.

Remarque : On retrouve le résultat vu sur les matrices diagonales.
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