Probléme 3 : Endomorphismes vérifiant une équation fonctionnelle

1.

(a) Soient (x,y,z,1), (x,y,2,t') eR?*, soient A, u € R,

pAx, 2, D) +ux, ¥,z 1) = CQAx + pux") = Az +uz) + At + pt'), -2Ax + ux') + Az +pz') — (At +put’),
—Ay+uy)+ At +pt), —2Ax +ux') — Ay +uy) + Az +pz')
=ARx—z+t,-2x+z—t,-y+t,-2x—-y+2)
+u@x -2+, -2x"+2 -t -y +t,-2x' -y +2)
=Ap(x, 3,2, 0 +upx',y, 2, ).

Donc:
pe LRY.

(b) e Soit (x,¥,z,1) € RY,

2x—z+1t=0
—2x+z—-1t=0
-y+t=0
—2x-y+z=0
2x—z+t=0
y=t
z=2x+t
y=t

(x,,2,t) ekerp <

Donc:
kerg = {(x,,2x+1,1), t € R} =Vect (e, e2),

avece; = (1,0,2,0) et e, =(0,1,1,1).
Comme e; et e, ne sont pas colinéaires, (e}, e2) est une base de ker ¢.
* ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) est une famille génératrice de R* donc :
Im¢Vect (¢(1,0,0,0),¢(0,1,0,0),¢(0,0,1,0),¢(0,0,0,1))

=VeCt((2) _2)07 _z)v (O)Oy _]-) _]-)y (_]-) 1r0v ]-)) (17 _]-) ]-r 0))
= VECt ((0) Or _ly _1)r (_1) ly 0) 1)) (1) _ly 1) 0)) car (2r _2) Oy _2) = 2(17 _1) ly 0)
:VECt((O)OV _ly _1)r (_1) ly 0) 1)) car (17 _1) 1) 0) = _(0) 07 _17 _1) - (_1) 1) Or 1)
= Vect (e3, e4),

aveces=(0,0,—-1,-1)etes=(-1,1,0,1).
Comme e3 et e4 ne sont pas colinéaires, (e3, e4) est une base de Im .
(c) Soit (x,y,2,t) € R,

Qo(x,1,2,)=22x—z+ )= (~y+ D+ (-2x—y+2),-2QRx—z+ )+ (—-y+1)—(-2x—y +2),
—(=2x+z-0)+(-2x-y+2),-2@2x—z+1t)—(-2x+z—-1)+(-y+1)
=2x—-z+t,-2x+z—-t,-y+t,-2x-y+2)
=9, ¥2z1)

Donc ¢ o ¢ = @ et ¢ est un projecteur.
(d)

fof=QBp-1dg)o(3¢—Idg)
=9pop—6¢+Idg
=9¢p—6¢+1dg =3¢+ 1dg
=3¢p—Idg+2Idg
=f+2Idg.

Donc f vérifie ().



2. (@ i e goh=(f-2Idp)o(f+Idp)=fof-f-2Idg=0,
e hog=(f+1Idg)o(f-2Idp)=fof—-f—-2Idr=0,
Donc:
goh=hog=0.
ii. e Soit yeIm#h, il existe x € E tel que y = h(x).
Ona:g(y)=geoh(x)=0g.
Ainsi, y e kerg. Donc:
Imhckerg.

+ Comme g et h jouent un role symétrique, on a:
Im g ckerh.

(b) i. CommeImhckerg,ona:dim(Imh)<dim (kerg).
Ainsi : dim (Im h)dim (ker k) < dim (ker g)dim (ker h).
Or, d’apres le théoreme du rang : dim (Im h)dim (ker k) = dim (E) = n, donc:

dim (ker g) + dim (ker h) = n.

ii. Soit x € ker gnkerh.
Ona: g(x)=0get h(x) =0g donc f(x) =2x et f(x) =—x. Ainsi 2x = —x etdonc x =0g. D'ou:

kergnkerh ={0g}.

iii. Ona: n<dim (ker g) + dim (ker i) = dim (ker g @ ker h).
Donc dim (ker g @ ker h) = n = dimE, ainsi :

kergeker=E.

(c) 1. e Soitxekerg,ona f(x)=2x, p(x)=xetq(x)=0g.
Ainsi: h(x) =2x+x=3x=3p(x) et g(x) =2x—-2x=05 = -3qg(x).
e Soitxekerh,ona f(x)=—-x, p(x) =0g et g(x) = x.
Ainsi: h(x) =-x+x=0p=3p(x) et g(x) = —x—-2x=-3x=-3qg(x).
e Commekergoker=FEetg, h3p,—-3g€cL(E),ona:

h=3petg=-3q.

ii. Soitx€eE, g(x)eImg=kerh=kerpdonc: poq(x)=0g.
De méme, par symétrie go p(x) = 0g. Donc:

peq=qop=0.
iii. Soit m e N*,
e Onag+2h=3fdonc-3q+6p=3f,ainsi: f=2p—gq.
e Comme pog = qop,dapreslaformule du binéme de Newton, ona:

m o (m k_(_ ym—-k
=3\ |epeta
k=0

o (M) k m-k k _m—k
2| |2 D" pteg
k=0

m-1

:(_1)mqm+ Z ( r]::l )zk(_l)m—kpk—lopoqoqm—k—l+2mpm
k=1

=(1)"g™+2Mp™ carpog=0

=(-D"g+2"p carp’=petqg*=gq.



