Probleme 1 : Etude d’'un endomorphisme défini par une intégrale

1. e 0efdoncé #¢.
 Soient f, g € &, soient 1, u € R. Comme la combinaison linéaire de fonctions continues est continue, ona jambda f +

ugeé.
e Donc € est un sous-espace vectoriel de F (R, R). Ainsi £ est un espace vectoriel.

2. Posons g:R—R, x— f;HTf(t) dt. g est dérivable et :
VxeR, g'(x)= fx+T)— f(x)=0,

car f est T-périodique. On a g’ = 0 donc g est constante sur R. Ainsi: Va € R, g(a) = g(0). D’ol:

a+T T
VaeR,f f(t)dt:f fdt.
a 0

3. e Supposons f T-périodique.Ona:VxeR, f(x+ T) = f(x).
Dong, en dérivant: VxR, f'(x+ T) = f'(x).
Ainsi f est T-périodique.
« Soit f: x— x. f est dérivable et f' = 1 donc f’ est T-périodique. Or f n’est pas périodique.
Ainsi, la réciproque est fausse.
4. (@) Sif=c,ceR.SoitxeR,

X

U(f)(x):f cdt=c(x—(x-1) =c= f(x).

x-1
Donc:
ui)=rf.
(b) Soit xeR,

X

v = [ etar=[e]l et -e

x-1
Donc:
U(f):x—e“—e* L

(c) Soitx€RR,
X

U = f

xX—

te’ dt.
1

On effectue I'intégration par parties :
u)=t u@=1
Vii=e! v(t)=el
Ona: ;
U(f)x) =[te'],, —f edt=xe*—(x—1e* ™ —(ef—e" ).
x-1
Donc:
U(f):x— (x—1)e* — (x—2)e" L.
(d) Soit xeR,

X
U(f)(x)=f |t dt.
x-1
e Six<0, i
x 12 2 (x-12 1-2x
U = -Hdt=|-— -2 4 - .
(H(x) fx_l( ) [ Z]x—l 5 5 >
e Six=>1, i
x t? ¥ x-1% 2x-1
U = tdt=|— = _ -
(f)(X) ./);_1 [2 x-1 2 2 2
e Si0<x<1,
0 x 21° 215 -1 K 2x®-2x+1
U( )(x):f (—t)dt+f tdtz[——] +[— = Z -
! x-1 0 2 |1 2 o 2 2 2
Donc:
% six<0
U(f):x—<{ 21 six=1
Zx%—2x+1

si0<x<1.



5. (a) Soit F une primitive de f, alors f est de classe C! et F' = f. De plus :
VxeR, U(f)(x) =F(x)-F(x—-1).

Donc U(f) estClet:
VxeR, U (x)= f(x)- f(x—1).

(b) o Vfe&U(HeC'RcE.
e Soient f,ge &, soient A, u € R, soit x € R,
X X X
U(/lf+ug)(x):f l()tf+,ug)(t)dt=)tf lf(t)dt+uf 1g)(r)dt
X— X— X—
=AU(f)(x) +pU(g)(x).

Donc: UAf+ug) =AU(f) +uU(g).
e Ainsi U e L(E).

6. (a) Soit x€R,
X k+1

k+1

X
Uux® =[ *dt=

x-1

tk+1
k+1

x—

k+1

1 K+l k+1
=—\ X —
k+1 Z

xj(_l)k+l—j)
j=0

= =1k,

k(k+1

1
k+1 i

Donc:
k+1

XJ(=1)k,
j

1
xXFy=—o

Ainsi U(XF) est un polynome de degré k.
n

n
(b) Soit P = Z aka € E,,. Comme U est linéaire : U(P) = Z akU(Xk).
k=0 k=0
Or, pour tout k € [0, n]l, U(X¥) € E,,, donc :
U(P) € E,.

(c) D’apres 6.(a), Yk € [[0, n]l, deg(Un(Xk)) =k donc (U(Xk))ke[[o,n]] est une base de Ej,.
Ainsi, I'image de la base canonique de Ej, par U, est une base de E; donc:

U,, € GL(Ep).

7. (@ () feker(U)donc:VxeR, [;_; f(1)dt=0.
En particulier, pour x=1,0na:

1
f f(ndr=o0.
0

(i) feker(U)donc U(f)=0etainsi U(f)' =0.
Donc:VxeR, f(x)— f(x—1)=0.
Dou:VxeR, f(x)=f(x-1).
Ainsi: f est périodique de période 1.
(b) e D’apresla question précédente, ker(U) c { f € &, périodique de période 1 et telle que fol fode= 0}.
e Soit f € &, périodique de période 1 et telle que fol fdt=0.
Alors, d’apres 2. appliquéeaa=x—-1etT=1,ona:

x 1
Vxe[R,f f(t)dtzf fde=0.
x—1 0
Donc U(f) =0et f eker(U). Ainsi :

1
{f € &, périodique de période 1 et telle quef fnde= 0} cker(U).
0

e Donc: .
ker(U) = {f € &, périodique de période 1 et telle quef fode= 0}.
0



() Ona:
o fEE,
e VxeR, f(x+1)=cos2r(x+1))=cos2nx) = f(x).
Donc f est 2m-périodique.
. Jyfwdt= —Sinz(f[””]o =0.
Donc, d’apres la question précédente, f € ker(U).
(d) Comme f #0, on aker(U) # {0} donc U n’est pas injectif.
8. D’apres 5.a, Im (U) < C'(R) or C°(R) ¢ C!(R) donc Im (U) # C°(R).
Ainsi, U n’est pas surjectif.




