Correction de la séance

Déterminants

x= Exercice de calcul (i Chapitre 16, exemple 8)
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S Exercice 15 (Chapitre 24, exemple 8)
Pour tout n =2, on note :

P):Vx1, e xn €K, V(X x) =[] (xj—x)).

l<i<jsn
Montrons par récurrence que pour tout n = 2, P(n) est vraie.
. 1 x
e pour n=2:soient x1,x2 €K, V(x1,x2) = 1 = X2 — X].
o, [] j-x)=x2—xi.
1<i<j<2
Ainsi, P(2) est vraie.
 Soit n = 2. Supposons que P(n) est vraie.
Soient x1,...,X;+1 € K.
1 x x2 xl!
1 x x5 x2
V(x1,..xp41) = . .
2 n
1 Xpa1 X, - X5,



Pour tout k allant de n + 1 a 2 et dans cet ordre, on effectue Cy — Cy — x;Cy_;. Le déterminant est inchangg.
Ainsi:

1 0 0
1 x—-x Xo (X2 — x1) e X - x)
V(x1,..Xn+1) =
-1
I Xpr1—X1 Xp1(Xpr1—X1) ... X0 (Xpe1 — 1)

En développant suivant la premiere ligne, on obtient :

X2 — X1 X2 (X2 — X1) v X - x)
V(x1,..Xp41) =

-1
i1 = X1 Xpi1(Xpr1—X1) .o X0 (Xpe1 —X1)

Par linéarité du déterminant par rapport a chacun des lignes, on obtient :

1 x ... x!
n+l 2 2
V(x1,.Xne1) = [ ] (xj —x1) % :
j=2 -1
I Xpe1 ..o X5
n+l1
= 1] & —x)V(x2,..., Xp+1)
j=2
n+1
=][xj-x) [] (xj—xi) parhypothése de récurrence
j=2 2<i<jsn+1
= JI &j-x)
l<i<jsn+1

Ainsi, P(n+ 1) est vraie.
e On a donc prouvé par récurrence que pour tout n = 2, P(n) est vraie.

Probleme 7 ( Probléme (donnée en cours) : Déterminants et produits scalaires )

Partie 1 :

L e Guw=| 0 w0 - @ 0w = P - (] v
Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

@l vl =lulllvi

Donc  (u|v)? < |ull®Ivl?.
Donc:
G(u,v) =0/

o Gu,0)=0< (u|v)? = ul?|v]* < || v)| = lullv].
Donc, d’apres le cas d’égalité dons I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
G(u,v) =0ssi u et v sont colinéaires.

2. (a) Ona(u|w)=(v|w)=0Donc:

lul> (@lv) 0
Gu,v,w)=| (wlv) |v|? 0 |=lw
0 0 Jwl?

2 uyl>  (ulv)
(wlv) Nvl?

Donc G(u, v, w) = |w|*G(u, v).



(b) Mexiste A, ueRtels que w=Au+ pv.

(ulu) (ulv) (u| w)
(viuw (vliv) (vlw)
Au+pviu) Au+pvliv) Au+pv|w)

G(u,v,w) =

En utilisant la linéarité par rapport a la derniére ligne :

(ulw Wlv) (wlw)
wlw wlv) wlw)
(ulw) Wlv) (wlw)

Gu,v,w) =1 vlw wlv) wlw)

(vlw wlv) wWlw)

+

(wlw (wlv) (ulw)‘

Or les 1°™ et 3°™¢ lignes du premier déterminant sont égales et les 2°™¢ et 3°™¢ lignes du second déterminant sont
égales.
Donc: G(u, v,w) =0.

(c)

(wlw @lv) (uln

wlw) w@lv) @l

(tlw (tlv) (in)+(]D)

G(u,v,w) =

car(t|m)=(n|t)=0et (u|n)=(v|n).
En utilisant la linéarité par rapport a la derniere colonne :

(wlw wlv) Wl
wlw) wlv) Wl
(tlw @l @l

=G(u,v, )+ In1*G(u, v)

Or, d’apres 2.b G(u, v,t) =0, donc :

(ulw (wlv) 0
(vlw wlv 0
(tlw @lv) (nln)

a(u,v,w) = +

G(u, v, w) = |nl*G(u, v).

(d e« Comme Vect(u, v) ® Vect(u, v)* = E, tout vecteur w est de la forme de la question précédente.
e Si (i, v, w) libre, alors u et v sont non colinéaires. Donc G(u, v) # 0d’apres 1.

De plus, si n =0, alors w = ¢ € Vect(u, v).Donc (u, v, w) liée.
Donc n # 0, ainsi || n|| #0.
Donc G(u, v,w) #0
e SiG(u,v,w) #0, alors G (u,v) #0 et | 1% #0.“ Si (u, v, w) liée, alors il existe 11,12, 13 € R tels que Mu+Av+
Asw=0et (A11,12,13) # (0,0,0)
- SiAdg=0,alors A;u+Av=0.
Or G(u, v) # 0 donc u et v non colinéaires donc A; = A, = 0 ce qui est absurde.
— Onadonc A3 #0.Donc w = —%. Ainsi w est combinaison linéaire de u et v.
D’ou w = t et n =0 ce qui contredit || nl? #£0.
Donc (u, v, w) libre.
Ainsi (u, v, w) libre ssi G(u, v, w) # 0.
Partie 2 :

1. Mexiste (Ay,...,A,) #(0,...,0) tel que :

Donc: Vi€ [[1,n]l, £7_; A (ui11) =0.
Posons Cy, Cy, les colonnes de Gram (uy, ..., uy).
Alors: Z;?:l A;jCj=0,donc (Cy,...,Cp) liée.
Doncrg(Gram(uy,...,u,)) <n.
Ainsi Gram (uy, ..., u,) n'est pas inversible.
Dou G(uy,...,u,)=0.

2. (a) Soitje[1,n],ona:

n
uj= Z ag,j€k-
k=1
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D’oui:

n
(uilu)=> ar,i Ak, j-
k=1

(b) Posons AT-A = (m,-],) € M, (R) Soient i, j [[1, 1],

n
mij= Y ag;ag;=(uilu;)
k=1

Donc:
AT-A:Gram(ul,...,un).

(©
G(u- up) =det(A”- A) = det(A”) - det(A) = det(A)%.

Comme A est une matrice de passage, A€ GL,(R) doncdetA#0.Ainsi G (ul,.. .,un) > 0.
3. (a) Voir cours.

(b) e
(er1len) - (erlep) (ep | xp)
G(er,...,ep, x) =G(ey,...,ep, xp+n) = : : :
’ ’ (epler) - (epley) (el )
(xple) -+ (xplep) lxpl?+lnl?

car (x| x) = (xp + n| xp +n) = |xpl> + 2 (n | xp) + [Inl* = llxpl + | 2],
En utilisant la linéarité par rapport a la derniére colonne :

(erle) - (erlep) (eplxr) (erlen) - (erlep) O
G(er,...,ep x) = : : : + : : :

(epler) - (eplep) (eplxr) (epler) -+ (eplep) 0

(xplen) - (xrlep) lxpl? (xplen) - (xplep) lnl?

=G(e1,...,ep, xp) + 1nI°G e1,..., ep)
Or (ey, ..., ep, xr) estliée, donc, d’apres 1:G ey, ..., ep, xp) = 0. Ainsi :
G(er,...,ep, xp) = IInIIZG(el,...,ep).
+ Comme (ey,...,ep) estlibre, G(ey, ..., ep) # 0 donc:

Gler,...,ep, x)

In)? = ————F .
G(er,....ep)

Donc, comme d(x,F) = | x|],ona:
Gler,...,ep, x)

d(x,F) =
B G(er,...,ep)

Partie 3 :

1. » ¢ est clairement bilinéaire et symétrique.



« Soit PeR[x] (PP) = f; P()?dt=0et p(PP)=0< [} P(t)*dt =0, or P est continue et positive donc:
@PP)=0 & Vie[0,1],P()=0P=0

car P admet une infinité de racines.
« Ainsi ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

(a)

1
d= inf [X]f (2-p)dr
PeR; 0

= lim_|<*-P|

PeR; [X]
2
=d (X* Ry (X))
(b)
1 %‘ 1 1 1
) S G
3 3 3 4 12
1 11
L33 _1+1 1 1 1 1
3 41 15 24 24 27 16 20
3 1 3
1
" 2160
2
(c) (1,X) estune base de R [X], donc, d’aprés I1.3.b, d = % Or:
an=1 (X1x¥)=1
1x=3 XIX)=3
11x)=1 (x1x%)=}
1 4 1
DoncG(1,X)=| 7 1 v
3 3
L3
G(Lx,x =31 1 1|=-——
( ) ‘% { %' 2160
3 1 3
Donc:
1
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