Correction de la séance

Théoreme de Césaro

x= Exercice de calcul (i Chapitre 12, exemple 9)

1 1 1
Posons U = (1 1 1). Ona A=U - I5. Comme U et I3 commutent, on a, d’apres le bindme de Newton :
1 1 1

n

n
A”:Z( k)Uk( I k= Z( )(—1)"*"U".

k=0

On remarque que U? = 3U, on a ainsi : Vk € N*, U* =351 donc :

A" = (-1)"I3+ Z ( Z )(—1)”’kUk

n

=(-1) 13+Z( )( p"k3kly

=(-1)"13+( ( 1" kgk-t ( ;) )U
n
:(—1)”13+( 1+3) ( n” )
n n_( 1)n
=(-1) 13+TU.
© mégalité
af 2 cos(xt)
s +32 .o — .
Soit (x, 1) € (R™)*,ona: Ox(x’ 1) —(1+t2)2 .Donc:
e :
© (1+t2)2 T
Posons g: ¢t La101rs convient
& 1+ 2 § convient

Se@\

& .
2)S Exercice 13 (Chapitre 11, exemple 5)
Soit £ > 0. Il existe Ne N* tel que: Vn= N, |u, —I| < %

20



Soitn=N,
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lva=l=l—) ur|-1|= u | — Hl=1—) (up-D0
n3 ni 3 na
1 n
=— Z |ug — 1| d’apres 'inégalité triangulaire
n =1
1 N-1
<— Iuk—l|+— Z lug — 1|
n =1 n =N
1 N=l 1 & ¢
=— lug =11+ — Z =
n 5 n iy 2
1=t en-N+1
<— lug =1+ =
n iz 2
1Nzl £ (N-1)
<- lup — 1+ = car ——— <1
n 4 2 n
N-1 1 N-1
Or Z uy est constant (car N est fixé), donc liIP — Z uy = 0. Ainsi, il existe un rang N’ € N tel que :
k=1 e n 15
1 Nzl €
vneN, n=N = -— Z lugl < =.
n = 2
, £ €
Soit n = max(N,N'),onaalors |v, — [| < 3 ESE
Ainsi, (v,) nen converge vers 1.
Probleme 3 ( Révisions Noél )
1. (@ e Pourn=2, x2_2 donc0< x; <1.
¢ Soit n =2, supposons que 0 < x;, < 1. Alors :
Xn(1+ x5)
Xpa1 = ——" 5.
1+2x,
et:
Xn(L+Xxp) —(14+2x,) . x2—x,—1
Xpt1—1= =
1+2x, 1+2x,
Or le discriminant associé a x> —x —1 =0 est A = 5 et ses racines sont 1£¥2 ”‘/_
Or: L= ‘/_<O<xn<1< H‘/_ donc: x2 — x, —1>0, ainsi x4 — 1> 0.
Donc:0< x,41<1.
¢ On a donc prouvé par récurrence que :
Vn=2,0<x,<l.
(b) SoitneN*,
Xn(1+x,)—x,(1+2x —x2
xn+1 _xn — fl( n) n( n) — n S O,
1+2x, 1+2x,

Donc (x,,) nen* €st décroissante.

(c) e La suite (x,,) est décroissante et mlnoree 1Par 0 donc (x,) converge vers [ € [0,1].
¢ Par passage alalimite,onadonc: /= .Or:

_l(1+l) 1+1

1+21 1+21

Donc (x,) converge vers 0.

ol=0oul=——oIl=00ul+2l=1+1l1=0.



(d) SoitneN*,

1 1 1+2x, 1 142x,-(1+x,) 1

Xne1 Xn  Xn(l4+Xp)  Xn Xn(l+x,)  xp+1
(e) Comme limx, =0, ona:lim#:l.
Ainsilimu, = 1.
(f) e Soit neN*,
1 & 1 & 1 1
ST TR
n =1 =)\ X1 Xk

Donc, par sommes télescopiques :

e Comme lim u,, =1, par théoreme de Césaro, limv, = 1.

. * . __1 1
Or, soit ne N 0Nl Uy = e = .

L1 1 i1 1 _ . _
Dor?c. o = Unt n ainsi : lim rrowei 1donclimnx,.; =1.
Orlimx,+; =0, doulim(n+1)x,+1 =1.

Ainsi :
lim nx,=1.
n—+oo
(a) Posons [ =limx,, alorslim(x,.;1—x,)=1-1=0.
Donc la suite (x,+1 — X) nen+ converge vers 0.
(b) i. Posons:VneN*, u, = xXp+1— Xn.
Alors, comme lim u,, = [, on a, d’apres le théoréme de Césaro : limv,, = [.
Or, soit n € N*,

12 1
Un=— D (Xgs1—Xk) = = (Xps1 — X1),
n k=1 n

par somme télescopique.

Ainsi : lim %(xn+1 -x1)=1.

Orlim 3t =0, d’'out lim *22 = [,

De plus, lim -2 = 1 donc, par produit : lim fl’rll =1
Donc:

lim 22 = 1.
n
ii. SoitneN* ona:x,=31.n.
Orlim=2 =/ #0 etlimn = +oo donc:
li | oo sil>0
ma={ 2 570
iii. Posons:VneN*, x, =Inn.
Soit n e N*,

1
Xne1—Xp=In(n+1)—In(n) = ln(l + —).
n

Donclim(x,+; — x,) =0 et (x,) diverge.
Ainsi, dans le cas ou [ = 0, la suite (x,),en+ N'est pas nécessairement convergente.
(a) SoitnelN,
1 & 1 -1+ (=" —14+(=nn*t
vp== (-DF== = :
n n 1-(-1) 2n

Ainsi, comme (—1+ (—=1)"*1) est bornée et lim ﬁ =0,ona:
limv, =0.

(b) Ona (v,) qui converge et (u,) qui n’a pas de limite. Ainsi la réciproque du théoréme de Césaro est fausse.
(a) Soit n e N*, comme (1) est croissante, on a :

2n 2n
Yo wkz Y upe1=0Q2n-(n+1)+ D1 = Nt
k=n+1 k=n+1

(b) Soit neN*,

1 2n 1 2n n 1
Unst S — ), Up=—[D we— ) up|=—=@2nvy—nvy) =2v2,— vp.
M k=n+1 N \k=1 k=1 n



(c) e (vy) estconvergente donc bornée, ainsi (2v2, — v,,) est bornée. Donc (u,) est majorée.
* (up) est croissante et majorée donc (u,,) converge.
¢ Posons ! =lim u,, alors, d’apres le théoréeme de Césaro, lim v, = [ donc:

limu, =limv,.

(d) On amontré que si (1) est croissante, alors la réciproque du théoréme de Césaro est vraie.




