Correction de la séance

<

x= Exercice de calcul (Chapitre 9, exemple 8) j)

Polyn6émes de Lagrange

Onrésout:y +1y=< (F)surR*.

e Onrésout: y' + %y =0 (Ep) surR**,
Une primitive de x — % sur R** est x — In x donc les solutions de (Ey) sont :

[R+* — R
x — Ae’In¥=

Alx)

= avec A dérivable.

o D’apres la méthode de variation de la constante, on cherche une solution de (E) de la forme: y: x —
Ona:

Iy 1 _ cos(x)

y xJ’ =

A(x) _cos(x)
" x T x

o VxeR"* o VxeRY™, A (x) = cos(x).

sinx

Donc A : x— sin x convient et x — r

est solution particuliere de (E).
e Les solutions de (E) sont donc :

inx AER.
X - A= /1+§me'

© 1négalite

Soient n € N* et x e R**.

X 1

(x)] =< < —
|f” i n.n’x  nd
et comme f,(0) = 0, cette inégalité reste vraie pour x € R*.

Posons : VneN*, u, = % Alors (u;,) convient.

Q&

S Exercice 6 (Chapitre 19, exercice 17)

1. « Montrons que ¢ est linéaire :
Soient P,Q € K,[X], soient 1, peK.Ona:

QAP+ uQ) = (AP +uQ)(ay),...,(AP + nQ)(an+1))
=AP(a1),....,P(an+1)) + u(Q(a1), ..., Q(an+1))
= Ap(P) + up(Q)



e Montrons que Ker ¢ = {0}.
Soit P € Kerg alors P € K, [X]. De plus, ¢(P) = 0. Donc : Vi € [1,n+1], P(a;) =0. Or, les (a;)ic[1,n) sont deux a deux
distincts. Ainsi, P admet au moins 7 + 1 racines distinctes. Or, deg(P) < n. Donc, P =0.
Ainsi, Ker ¢ < {0}.
Donc, Ker ¢ = {0}.
Ainsi, ¢ est injective.

e De plus, dim (K, [X]) = n+ 1 = dim (K"™!) donc ¢ est bijective.

Ainsi, ¢ est un isomorphisme.
2. « (¢ est un isomorphisme donc ¢! est un isomorphisme.

Or, I'image d'une base par un isomorphisme est encore une base. Ainsi, (L1, ..., L,+1) est une base de K, [X].

e Soitke[l,n+1],ona@ '(e) = Ly donc ¢(Ly) = eg.
Ainsi,on a:

Li(ax)=1 et Vie[l,n+1]\{k}, Lr(a;) =0.

On sait que L € K,[X] donc L est un polyndme de degré au plus n.
De plus, Li(ay) # 0 donc Ly n'est pas le polyndme nul.
Par ailleurs, les a; avec i € [1,n+ 1] \ {k} sont racines de Lj. et sont deux a deux distincts donc L; admet au moins n

racines distinctes. Comme deg Ly < n, alors il existe A € K* tel que Ly = 1 H (X — aj).
ie[1,n+1]\{k}
Enfin,commel=Li(ax) =4  []  (ax-a.
ie[1,n+1]\{k}

On obtient: A = H ( ) (le dénominateur est bien non nul car les a; sont deux a deux distincts.
ar—a;
ie[L,n+1]\{k}
Finalement :
[T &x-a»

ie[1,n+1]\{k}

Ly =
[T (ak-ad
ie[1,n+11\{k}
3. Soit Pe K, [X].
n+l
Comme (L, ..., L,4+1) est une base de K, [X], il existe un unique (A1, ..., A,+1) € K" tel que P = Z AxLy.
k=1
Soitie[1,n+1].
n+1 n+1
En évaluant en a;, on obtient: P(a;) = ) AxLi(a;) = Y A6k = A
k=1 k=1
n+1
Ainsi: P =) P(ay)Lg.
k=1
Probleme 1 (DMS8)
1. (a Comme [] (a;j—a;)eR* ona:
JEl1,nl\{i}
degLi= Y 1=n-1
JelL,n]\i}
(b) Soienti,ke[l,n].
e sii#k,alors:
[ @-ap (@-a) [ («x-a)
jell,nl\i} Jell,nl\{i, k}
Li(ay) = = =0.
(ai — aj) [T @i-a)
Jell,nI\i jel, G}
e sii=k, alors:
[T @-a) [T (ak—a)
Jell,n)\i} Jell,ni\{i}
Li(ay) = =

= = 1.
[T @i-ap [T (ak—a)
jell,nl\i} JelL,nI\i}



Donc:
Li(ar) =6;k.

n
(c) e Analyse: Supposons qu'il existe (A1,...,1,) € R" tel que P = Z AiL;.
i=1
Soitke[1,n].Ona:
/1,'5,',k = /lk.
1

n n
Play) =) AiLi(ay) =
i=1 i=

Donc:
Vkell,nl, A = P(ag).

¢ Synthese : posons Yk € [1,n], Ay = P(ay).
n
SoitQ=P-) AiL;.

i=1
- Comme PeR,_;[X]etVie[l,n], L; eR,_1[X],alors Q € R;,_1[X].
— Soitke[l,n],ona:
n
Q(ag) = P(ay) = ) AiLi(ay) = Plag) = Ax =0,
i=1
— Ainsi Q admet au moins 7 racines distinctes et deg(Q) < n—1. Donc Q =0. D’ou:

P=) AL;.

n
i=1

n
o Ainsi: il existe un unique (11,...,1,) € R" tel que P = Z AiL;jet:
i=1

A1, An) = (P(a1),..., Plan)).

(d) Soit (xg,...,x,) €R™.

n
Soit P € R,_;[X]. D’aprés la question précédente, P = Z P(a;)L;. Donc:
i=1

n
(Vkell,nl, Pay) =x;) <= P=) xL;,
i=1

d’apres I'unicité des coefficients de la décomposition.
n

Ainsi : il existe un unique polyndéme P € R,,_; [X] tel que pour tout k € [1,n], P(ay) = xy etona: P = Z x;L;.
i=1
(e) i. Soitie€[l,n], a; e;lst racine simple de ® donc: ®'(a;) #0.
ii. D’apres 1.d, Q=) x;L;.
i=1
De plus, soiti € [1,n]],ona:
Q=X-a) ] X-ap.
kell,nI\i}

Donc: ,
Q=TI (X—ak)+(X—a,-)( I1 (X—ak)).
ke[1,n]\{i} kel[1,n)\{i}

Ainsi: Q'(a;)= || (ai—ax).Donc:
kell,nl\i}

[[ (X-a)
_ N Jelbnlv
QX) = ;x TP

2. |flestune fonction continue sur le segment [—1, 1], donc, d’apres le théoréeme des bornes atteintes, | f| admet un maximum
sur [—1,1].
3. @ i @t)=0= f()—P()-A®()=0= Ap(t)=f(t)—P(1)
Orte[-1,11\{ay,...,a,}, donc ®(t) #0, ainsi :
f@)—-P(1)

= ———— convient.
D(1)



ii. e - Soitie[l,n],ona:@(a;)= f(a;)—P(a;)—A®P(a;) =0.
-)=0
Donc ¢ s’annule en a, ... ay, t € [0,1] ainsi ¢ s’annule n + 1 fois au moins sur [-1, 1].
e Soient —1<b; <---<bp41 <1 tels que ¢ s'annule en b; pour tout j € [1,n+1].
Soit j € [1, n], ¢ est continue sur [bj, bj+1], dérivable sur 1bj, bj1[ et ¢(bj) = ¢(bj+1). Donc, d’apres le théo-
reme de Rolle, il existe c; €]bj, bj+1[ tel que (p’(c]-) =0.Comme —1<¢; <---< ¢, <1, ¢’ sannule au moins n
fois sur [—-1,1].
iii. Par récurrence, pour tout k € [0, n], ¢'©' s’annule au moins 7 + 1 — k fois sur [~1,1] donc ¢ s’annule au moins
une fois sur [-1,1].
iv. '« Ona:Vxel[-1,1], " (x) = f7(x) - P (x) - A0 (x).
Donc: ¢ (a) = f(a) - P (a) - A" (a).
Or ¢ (a) =0 donc:
F" (@) - P (a) - Ad™ (a) = 0.

e OnadegP <n-1donc P =0 ainsi:
F(a) = A 0™ (a).

e ®=X"+RavecdegR <n—-1donc®"™ = (X" + R,
OrdegR<n-1doncR"™ =0et:

xm = T ynen

(n—n)!
Donc:
o™ = n!
e Doit: f™(a)=An!donc A = %
t)—P(t
Or:A:M,ainsi:
D(1)
f(”)(a)

f@®-pPa)= — D(1).

(b) Soit te[-1,1].
o Site{a,...,a;,}alors:

M,
If(H)-P@)|=0< 7,”|c1>(t)|.

e Sire[-1,1]\{ay,...,a,} alors:
|f" (@)

n!

M
If(®)-P(0)| = |<D(t)|57,nlfb(t)|.

e Dans tous les cas :
My
() =Pl = qu)(t)l-

Lol

EXER(.st)‘
S Exercice 7 (Chapitre 25, exemple 15)
Soit E = R,[X], soient ay, ..., a, des réels distincts. On pose :

VPQEeE, (PIQ) =) P(ay)Q(ay).
k=0

1. Il est clair que (.|.) est bilinéaire, symétrique et positif.
Soit P € E tel que (P|P) =0.
OnaY}_, Play)*=0.
Or Yk € [0, n]], P(ag)? = 0 donc :Vk € [0, n]l, P(ay) = 0.
Ainsi P admet au moins 7 + 1 racines distinctes et comme degP < n,ona P =0.
Donc (.].) est défini et est bien un produit scalaire.

2. Posons, pour tout i € [0, 1] :

[ X-ap
jeto,n}

o [T @-ap

JEl0,n]\Mi}



On remarque (voir probléme précédent) que : Vi, k € [0,n], L;(a) =0; .
Soient i, j € [0, n],

n n
(LiL) =Y Lila)Ljla) = Y, 8; k0 k = 8i .
k=0

k=0

Ainsi (L, ..., L;) est une famille orthonormée de E.

Comme Card (Ly,...,L,) =n+1=dimE, alors (L, ..., L;) est une base orthonormée de E.

. Ona:F={PeE, ¥} Play).1=0}={PeE,X"_ (P|l)=0}.
Ainsi F = Vect(1)1. Donc :
Ft =Vect(1)1+ = Vect (1).

. Onallll=,/ Z:o 12 =+v/n+1. Ainsi (ﬁ) est une base orthonormée de F+.

Done pr1(Q) = (Qlm=) 7= = 71 Lo Qaw).
Donc:

1 1
dQ,F)=llppL Q) = o]

Y. Qap)
k=0

1= —

vn+1 i

Y Qlag)|.




