Correction de la séance 1 5

Probleme : Probabilités et matrices

o6
x= Exercice de calcul (Chapitre 14, exemple 13)

f estle produit de fonctions de classe C* sur R donc f est de classe C*° sur R.

Posons: g:x— x+2eth:x— e**, onaalors:

VxeR, g'(x)=1letVk=2 gPw)=0

Par récurrence, on montre que : Vk € N, on a g® (x) = 2Fe?*,
Soit n =1, on utilise alors la formule de Leibniz.

SoitxeR,ona:
n

M=y (Z)g(k) (R0 )
k=0

0 1 k=2 k

= (x+2)2"e** + nx2" 1e?* = 2" 1 (2 + n)x + 4)e**

On remarque que la relation reste valable pour n = 0.

© mégalits
Soit (x, t) e Rx]0,+oo[,0on a:
b4

Ifoe s ——— < 2.
2t(1+12) ~ 213

7
Posons g: ¢t — 03 alors g convient.

Probleme 11 (CCINP PC2019)

1. ATinstant0,le pion esten Adonc pp=1et gy=r1y=0.

1
Alinstant 1, la probabilité qu’il reste en A est 3 donc p; = 3 Sinon, il se déplace de maniére équiprobable sur I'un des

. 1
deux autres points donc q; =1} = T
2. SoitneN.
Pour n =0, onabien V; = MVj.
On suppose maintenant n € N*.
{An, Bn, Cy} est un systeme complet d’événements de probabilités non nulles donc, d’apres la formule des probabilités
totales,
P(Aps1) = P(Ap)Pa, (Ans1) + P(B) P, (Api1) + P(Cp)Pe, (Aps1)
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1
Py, (A;41) estla probabilité de rester en A de I'instant n al'instant n+ 1 donc >
1 1
Pg, (Ap41) estla probabilité de passer de B a A donc 7 De méme, Pc,(An+1) = 1

1 1 1
Par conséquent, P(A;+1) = EP(A") + ZP(BH) + ZP(Cn).
On raisonne de méme pour exprimer b, et ¢,4+1 et on conclut que V,4; = MV,,.

3. Pour neN, onpose P(n):"V,=M"V,".
MO = I3 donc P(0) est vraie.
Soit n € N. On suppose P (n) vraie.
D’apres la question précédente, V.1 = MV, et, d’aprés I'’hypothése de récurrence, V,, = M"V, donc V4,1 = MM"V, =
M™ 1V, : P(n+1) est vraie.
Par récurrence, on peut alors conclure que, pour tout n €N, V,, = M"Vj.

1
VW= (0) donc, en utilisant le résultat admis sur M" :
0

4" 42 4" -1

y qn=Tn =

vneN, p,= ——
Pn=3"m 3.4n

4. Quand n tend vers l'infini, 4" + 2 ~ 4" et 4" — 1 ~ 4" donc nglllmpn = nl_i}}_lQQ qn = nEIPQQ Ip=—
Cela signifie que, si on observe la position du pion apres un grand nombre d’étapes, il y a autant de chances qu'il soiten A,
en BouenC.
5. X; +---+ X,, estle nombre de passages par le point A lors des n premiéres étapes et E(X; +--- + X};) est le nombre moyen
de passages par Alors des n premiéres étapes.
4" + 4" +2

d E(X, .
3.1 onc E(X;) = 3an

6. Xj, suitlaloi de Bernoulli de parametre p = P(A,) =

n
7. ap=E(X; +---+ X,) donc, par linéarité de 'espérance, a, = Z E(X;) et, d’aprés la question précédente,
i=1

w = B350

1
n 21" n

= 3*53 T

1-=

4

Par conséquent,

n 2( 1)

an=—+-|1-—

3 9 4n

8. Comme le pionesten Aalinstant0, (Tg =1) =By dou P(Tg=1) = —

BinB
(A1 N Bo)U (C1 N By)

(Tg=2)

Ces deux événements sont incompatibles donc P(Tp = 1) = P(A; N By) + P(Cy N By).

1 1 1
Par définition d’'une probabilité conditionnelle, P(A; N By) = P(A1) P4, (By) = E 2 = 3
De méme P(C; N By) =

Finalement, P(Tp =2) =

9. Alinstant n, le pion esten A, en B ou en C donc B,=A,UC,.



10. BiNBs = (A1UC)N(A2UC2) = (A; NA2) U (A1 N Ca) U (Cp N A) U (CiNGCy).

11.

12.

En prenant I'intersection avec B3 on obtient 4 événements deux a deux incompatibles donc
P(BsNnBiNBy=P(B3sNA;NA)+P(BsNAINCy)+P(B3NnCinNAy)+P(B3snCinCy).

P(B3nA1NAp) =P(A1NA2)Pa na,(Bs) = P(A1NAz) P4, (B3) carla position al'instant 3 ne dépend que la position a I'instant
1
2.Ainsi P(B3Nn A1NAy) = ZP(AI N As).

On procede de méme avec les 3 autres termes puis on se retrouve avec la somme de 4 probabilités d’événements incom-
patibles. On utilise la relation du début de cette question pour conclure :

_ 1 — _
P(B3NnB1NBy) = ZP(Bl N By)

— — 1
Avec la définition d'une probabilité conditionnelle, P(Bs|By N By) = 1

Soit k € N*.
k-1

(TB=k):(ﬂB_i

i=1

1
N By. Avec la définition d’'une probabilité conditionnelle et le résultat admis, P(Tp = k) = A_LP

k-1__

m B;].
i=1
k-1__ 1 1

m Bi=(Tg=k)=(Tg=k)u(Tg=k+1)donc P(Tg=k) = Z(P(TB =k)+P(Tg=k+1) = Z(P(TB =k)+4P(Tg = k+1)) dou
i=1

3 1 1(3\k1!
P(Tg=k+1)= ZP(TB =k).Deplus P(Tg=1) = 1 donc, pour k=1, P(Tg =k) = 1 (—) .

4
+00o 1 1
{Tp = k; k €N} est un systéme complet d’événements donc P(Tp=0)=1- Z P(Tg=k)=1- 1 3
k=1 1-—
4

Par conséquent, P(Tp =0) =0.

k-1
1
Pour tout k € N*, P(Tg = k) = (1 — Z) donc Tp suit la loi géométrique de parametre T On en déduit que Tp admet

-

une espérance et E(Tp) = 4.



