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Correction de la séance 1 I
S'ee You

Problemes : Déterminants et séries o
2}

x= Exercice de calcul (Chapitre 9, exemple 15) h
Onpose: —3y" —2y'+ y = cos(x) (E). N
e Onrésout —3y" -2y +y =0 (Ep).
L'équation caractéristique associée a (Ep) est —3 r2—2r+1=0, ses racines sont —1 et % Donc les solutions de (Ep) sont :

x—Ae ¥ +pue3 A peR.

« Comme i n’est pas racine de I'équation caractéristique, on cherche une solution de (E) de la forme y: x— Acosx+ Bsinx.
Alors :

-3y" -2y +y=cos(x) © VxR, (—4A—ZB)cosx+(2A—4B)sinx:cosx©{ —4A-2B=1 { iz -

2A-4B=0

gl

car (cos, sin) libre
e Donc les solutions de (E) sont:

1 1
x— Ae ¥+ pe*’® - cosx— —sinx, A, u€R.
5 10

© mégalité

Soit n e N*.

X
I S
x(1+x2) " 1+x2

’fn(x)l =

1
Posons f : x— ——, alors f convient.
f 1+ x2 f

Probleme9 (E3APC2012)

Question préliminaire
1+a)1+PB)=1+a+p+af=1+a+ P puisque af=0.
_ 1 —U1 _
1. A= u 1 =1+uv
1 —U1 0 v
Ao =| Uy 1 -y |=14+upvo—ug " 1 =1+ Up vy — Uy (—v1) = 1+ upv2 + uy v; par développement par rapport
0 uw 1 !

ala premiere colonne
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2. Développons A, par rapport a sa derniere ligne :

Ap= (_1)n+l+nun An—2 : +Ap—1

0 —Un

Puis par développement par rapport a la derniere ligne,
Ap=unVplp—2+A2p1

3. Slestclairque:VneN* A, =0.
Larelation est vraie pour n =1 et n = 2 puisque A et A, sont des sommes de termes positifs.
Soit n = 2. Supposons la relation vraie au rang n et n — 1.
Alors, puisque a1 =20, A1 = Ap + ap+1A,-1 = 0, montrant ainsi la relation vérifiée au rang n + 1.
Conclusion:Vn=1,A, =0etalors, Vi=3,A, —Ay_1 =a,A,—2=0.
On a également A, — A = up v = 0 et on en conclut que (A,), est croissante.

4. Onalégalité pourn=1et Ay =1+ up vy +u vy < (1 + ap)(1 + ap) par la question préliminaire.
Supposons la relation vérifiée auxrangs n et n— 1.

Alors

n n-1 n-1 n-1 n+l1
Ant1 Skl'[1 1+ ap) + an+1 kH1 A +ag) :k ) A+a ) +an+ans1) Skl'[1 A+ar)A+ay)1+ap+1) :kl'[1 1+ ag)

On a utilisé la question préliminaire.
Ceci termine la récurrence.
5. 5.1 Pourtout n €N, P, est clairement strictement positif. On peut donc considérer la suite (InPy,) .
Or,VneN,InP, =S,.

La suite (S;), est la suite des sommes partielles de la série Z In(1+ ay).
nx=1
Or cette série est une série convergente car :
* elle est a termes positifs.
Inl+a,) ~ au.
n—+oo

*

x Y ap converge

* 62111 conclut par critere d’équivalence.
Ainsi, (S,), converge donc (InP,), converge. Par continuité de exp et caractérisation séquentielle de la continuité,
(Py)n converge. On peut méme préciser vers une limite strictement positive.
5.2 Etant convergente, la suite (P,), est majorée. L'inégalité du 4 nous montre ainsi que (A;), est majorée. Etant crois-
sante et majorée, elle converge alors.

6. (a) avérifier par récurrence sur n.

(b) Considérons la suite des sommes partielles (T},), de la série Z tn:
n=2
n
Vn=2,T,=Y tr=A,—A;, partélescopie.
k=2

Par hypothese, (A,), converge donc il en est de méme pour (7},),, ce qui signifie que la série Z t, converge.
n=2
6.3 Vn=3,t,=a,A,—2 = a, =0par6.1.

Par critére de comparaison des séries a termes positifs, et puisque la série Z t, converge, on obtient la convergence
n=2
dela série ) a, converge

nx=1

7. On a établi I’équivalence entre la convergence de la suite (A,), etla convergence de la série Z a
n=1




Probleme 10 (Probléme (donné en cours) : Formule de Stirling )

1. (a) SoitnmeN*,

Un+1

Unt1 = Vp=1In
n

:ln((n+1)! \/ﬁ ( e )n+1(2)n)
n Vn+lln+l €
vn
zln((n+1)\/%e(nzl)nn-ll-l)
n n+1/2
:ln e(n )

ln(nZI)

(b) VneN*, —# donc Y (vue1— Vn) etZ—Tln2 sont de méme nature.

OorY) # est une série de Riemann convergente, ainsi }_(v,+1 — V) converge.
Or ) (vp+1 — vp) est une série télescopique dons (v,;) converge.
(c) Posons [ =lim vy, alors limu,, = ¢! # 0. Donc:

Posons k = ¢! >0, alors :

n
n!~k\/n(ﬁ) .
e
2. @ i e I=f"1dt=1
o I = [%sin(t)dt = [-cos()]T'? =1

ii. Soit n = 2. On effectue I'intégration par parties :

u(t) =sin" (1) (1) = (n—1) cos() sin"%(r)
v'(1) =sin(1) v(1) = —cos(1)

Ona:
22 w2
I, = [~cos()sin" ! (n)]] +(n—1)f cos®(O)sin" 2 () dt
0

/2

= (n—1)f (1-cos?(8)sin* 2(8) dt
0

=(n-1DUu-2—-1).

Doncnl,=(n-1)I,_, etainsi:

n
Ynz2I=——I1I».
n

iii. Soit peN.



e Soitke[l,p],ona:
Ly  2k-1

Ly-y 2k

’

donc:

p p
H =11
k=1 l2t-1 k21

Ainsi, par produit télescopique :

Iz_p _ P 2k—1 _ lE[ k-1)2k) _ HZZI(Zk—l)(Zk) a 2p)! _ 2p)
b g 2 g @R N @2 @i k) @rp)
Ainsi :
L. _@pt m
P (erp) 2
iv. De méme :
z 22K M,k (P k) (2Pp)’

12p+1 _ _
L l_[2k+1 ,B 2k2k+1) Hk=1(2k)(2k+1)_ ep+1!  @p+D!

Ainsi : ,
(27pY)
bLpi1=——.
2p+1)!
(b) i Soit peN*.Soit 7€ [0,Z],0ona:0<sint<1.Donc:sin*’*1(s) <sin®” (1) <sin?’~1(z) .
Dong, par croissance de l'intégrale :
Vpe N*, [2p+1 = Igp = Igpfl.

ii. SoitpeN*.Ona:

I Iy,
1< 2p - 2p1=2p+1.
Lpi1 Ip+1 2p

Dong, par théoreme d’encadrement :
I
p

lim =1.

p—+00 Ippy1

iii. SoitpeN*.Ona:

Ly,  (@p) z(2p+1)!_( @p)!

2

T
- = 2Cp+1)—.
Ly (20p))? 2 (2vpl)? 22"(19!)2) P

b
Or =
2p+1

~1d0nc( @p) ) 2p+1)% ~1.D'ol, comme2p+1~2p,ona:

22p (p))?
1 (22!7 (p!)Z )2
— ~7
p\"ep)!

3. D’apres l.e:
2

1(22p(p!)2)2 1 22pk2p(§)2p 1(k p)z
pUep | Tl ae(mr| "V 2)
proepil Pleyep(2)T) P

1(22P(p!)2 S
plep! ) T2

Donc:

4. Ainsi %2 =mxdonc k=+v2m dolu:

n!~\/ﬁ(g)n.



5. Soit ne N*,

=) ((k+DIn@k+1)-kIn@2k)- ) InRk+1)-n
k=1 k=1

n
=(m+DIn@Rn+1)-) InRk+1)-n
k=1

n
=lnEn+ )™ -In[[@k+D-n
k=1
@2n+1)!
2".n!
—1 ((2n+1)"+1.2".n!)
B 2n+1)le"
((2n+1)”.2”.n!)
=ln|—F—-—"—
2n)le”

=In@n+1)"'-1n —In(e™)

@n+1)"2%n  @n+1".2"V27n(2)"
2n)le” \/m(%n)zﬂ e2n

1 2n+1"

T s (2n\ 0

V2 (2)en

~L(2n+1)” 1 ( 1)”~i nin(1+ 4
2n

N

Ornin(1+4) ~ 1 donc:

@Cn+1)"2%n! 1 4,

lim— = —e
2n)len V2
D’oli: .
1 1 1
lim uk:ln—e”z:———ln(Z).
kz=:1 V2 2 2
Ainsi ) u, converge et
+00



