Correction de la séance 1 3

Difficiles en algebre linéaire

x= Exercice de calcul (Chapitre 18, exemple 8)

1. Soit ne N*,
1 n
=i Z f( )
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oll f : x— In(x? + 1) est continue sur [0, 1]. Donc, par sommes de Riemann :
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Donc, par intégration par parties :
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Ainsi :
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Soient n € N* et x € R.
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Donc: 1
|fn(x) _|x” =—.
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Posons : VneN*, u, = ﬁ Ona:VneN* VxeR, |fn(x) - |x|| < uy etlimu, =0 donc (u;) convient.

@\ 4
.,) Exercice 30 (Chapitre 19, exemple 9)
e Onpose G =ker f. Soit F un supplémentaire de G dans E, soit p la projection sur F parallelement G.

« Soit (e, ..., ex) une base de F, soit (ex+1, ..., ) une base de G. Comme F et G sont supplémentaires dans E, alors (ej,
est une base de E.

« Posons:Vjel[Lkl, fj = f(e;).

Montrons que la famille (fi,..., f) est libre.
k

Soient 14,..., A € K tels que Z Ajfi=0.
j=1

k k
Alors: ) A;f(e)) :0doncf(z Ajej) =0.
j=1 j=1
k
Ainsi )_Ajejekerf=G.
j=1
k
Or (ey,...,ex) une base de F donc Z Ajej€F.
j=1
k k
Ainsi: )" Ajeje FNG={0}donc ) Aje;=0.
j=1 j=1
Or la famille (ey, ..., e;) estlibre, donc:
Vjellkl Aj=0.

Donc la famille (f1,..., fx) est libre.

e D’apres le théoréme de la base incomplete, il existe fi+1,..., fn € E tels que (fi, ..., f) soit une base de E.

¢ Soit g 'unique endomorphisme de E tel que :
Vjell kl, glej) = fj.

Comme I'image de la base (ey, ..., e,) par g est une base, alors g est un isomorphisme.
Ainsi: g € GL(E).
e Montrons que f = gop.
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— Soit je[1,k],ona:
goplej) =glej)=fj=fle;)
car ej € F et p projection sur F.
- Soit je[k+1,n],ona:
gople;) =g0)=0= f(e;)

car e;j € G et p projection parallelement a G et G =ker f.
- Comme (ey,...,e,) estune base de Eet go p, f € L(E), alors:

f=gop.

» Donc g et p conviennent.
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5J Exercice 31 (Chapitre 19, exercice 23)

 Supposons qu'il existe u € L(E) tel que Im u = F et ker u = G. Alors, d’apres le théoréme du rang :

n=dimkeru+dimImu=dimF +dimG.

e Supposons dimF + dimG = n.
Posons p =dimG, alors dimF = n— p.
Soit (ey, ..., ep) une base de G et (f1,..., fu-p) une base de F.
Comme (ey, ..., ep) estlibre, d’apres le théoréme de labase incomplete, il existe e, 1, ..., e, tels que (ey, ..., e,) soit une base
de E.
Soit u 'unique application de L(E) telle que :
Vkell,pl, uleg) =0

Vkelp+1,nl, ulex) = fi—p-

Comme (ey, ..., e,) est une famille génératrice de E, alors (u(ey), ..., u(e,)) est une famille génératrice de Im . Donc :
Imu = Vect(u(ey), ..., ulen)) = Vect(0,...,0, f1,..., fn-p) = Vect(f1,..., fn-p) = F.

De plus :
Vke[l,pl, ex € keru.

Donc, comme ker u est un espace vectoriel :
Vect (ey, ..., ep) ckeru.

D’apreés le théoréme du rang : dim (E) = rgu + dim (Ker ). Donc dim (Ker u) = n—rgu.
OrImu = Vect(fy,..., fu-p), etcomme (fi,..., f-p) estlibre, (f1,..., fu—p) estune base de Im u. Ainsirgu = dimImu = n—p.
Doncdim (Keru) =n—-(n—p) = p.
Or Vect (ey, ..., ep) ckeru et dim (Ker u) = p = dimVect ey, ..., ep).
Donc:
Keru =Vect(e1,...,ep) =G.

Ainsi u convient.
e Ainsi:il existe u € L(E) telque Imu = F etkeru = G ssidim F+dimG = n.
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A% Exercice 32 (Chapitre 20, exercice 20)



* Supposons qu'il existe P € GLy(K), Q € GL,(K) tels que A= QJ;P. Alors comme P et Q sont inversibles :
rg(A) =rg(U,P)=18U,) =T.
En effet, si on note Cy, ..., Cy les colonnes de J;, ona:
rg(Jr) = dimVect(Cy,...,Cp) = dimVect (Cy,...,Cr) =T,

car (Cy, ..., Cy) car il s’agit des r premiers vecteurs de la base canonique de M, ; (K).

e Supposons que rg(A) =r.
Soit f € L(IKP,K"™) I'application linéaire canoniquement associée a A.Notons C; (resp. C,) la base canonique de K” (resp.
K™).
D’apres le théoreme du rang, dim ker f = p —r, donc soit (e;41,..., ep) une base de ker f.
Comme (e;+1,...,ep) est libre, d'apres le théoréme de la base incomplete, il existe ey, ..., e, € KP” tels que B; = (ey,..., ep)
soit une base de K”.
Comme B; est génératrice de K”, alors (f(e1), ..., f(ep)) est génératrice de Im f. Or: Vk > r, f(er) = 0donc (f(ey), ..., f(e;))
est génératrice de Im f.
Or: Card (f(ey),..., f(er)) =r =1g(f) =dim (Im f), donc (f(ey), ..., f(e;)) est une base de Im f.
Comme (f(ey),..., f(er)) est libre, d’aprés le théoreme de la base incompleéte, il existe g,+1,...,8, € K" tels que By =
(fey),..., f(er), &r+1,-.-,8n) soit une base de K".

Ona:
1 O 0
0
: 1 0 0
Matg, 5,(f) = =7
0 0 :
o ... ... ... ... 0

Posons P = Pass(B1,C1) et Q = Pass(Cz,82), alors : P € GLy(K), Q € GLy(K) et d’apres les formules de changement de
base :
A=Matg, ¢, (f) = Pass(Cy, Bx)Matp, s, (f)Pass(B1,C1) = QJP.

239 Exercice 33 (Chapitre 20, exemple 13)
Soit f I'endomorphisme canoniquement associé a A. Posons r =rg(f) =1g(A).
Ona: A?=0,donc:VxeR", f(f(x))=0doncIm f cker f.
Soit (ej, e3,...,€2,-1) une base de Im f.
Soit k € [1, r]l, comme es;_1 € Im f, il existe ey € R” tel que : ez = f(exk).
(e1,e3,...,e2r—1) une base de Im f c ker f ainsi (e, e3,...,e2r-1) est une famille libre de r vecteurs de ker f. Comme dim ker f =
n—r, d’apres le théoréme de la base incompleéte, il existe ey, 41, ..., e, € R (n—2r vecteurs) tels que (ey, €3, ...,€27-1,€27+1,---»€n)
soit une base de ker f.
Posons B = (ey, ..., e,). Montrons que B est libre.
Soient Ay,...,A, €Rtelsque: X7 | Arer =0.
Ona: Zzzl Arf(ex) =0or (e1,e3,...,€2r-1,€2r41,-..,€x) €st une base de ker f donc :

Aaf(ex) +---+ Ao fez,) = 0.

Donc:
Azer+---+ Azrezr—1 =0.
Or (ej,e3,...,exr_1) estlibre donc :
Ay =---=A=0.
Ainsi :
/1161 + e +/12r7162r71 +/12r62r +.../lnen =0.



Or (ey,e3,...,€2r-1,€2r41,...,€y) estlibre donc :

A ==Apro1=Aorezr =+ =, =0.
Ainsi B est libre.
Comme Card B = n, alors B est une base de R".
0 1
0 0
0 1 N .
Et comme, Matg(f) = 0 0 , alors A est semblable a cette matrice.
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