Correction de la séance 1 2

Deux thémes : la trace et une somme de
classique

x= Exercice de calcul (i Chapitre 8, exemple 5)

Une primitive de Arctan sur Rest F: x — f Arctan (t)dt.

0
Soit x € R. On effectue I'intégration par parties :
u(t) =Arctan(#), u'(t)=——=
(1 0, W=
V=1 v =t

On a alors::

X ot
F(x) = [fArctan ()]} _fo T

Ainsi, une primitive de Arctan sur R est : x — xArctan (x) — %ln(l + xz).
Donc les primitives sur R de Arctan sont

1 PRE: 1 5
dt = xArctan (x) — [Eln(1+ t )]0 = xArctan (x) — Eln(l + x°).

1
X — XxArctan (x) — 3 In(1+ xz) +A,AeR.

© mégalité
Soit n € N*. f;, est impaire, on I'étudie donc sur R*. De plus f; est dérivable sur R* et: Vx e R", f/(x) = (1 -2nx?)e” nx?,

et décroissante sur

Donc f;, est croissante sur |0,

, +00

1 1
Van Vvan' ool
Ainsi, soit x € R,

1

1 -1/2
Posons: VrneN*, u, = f, (—) = ——. Alors (u,) convient.

va2n)  v2n

@\’
23S Exercice 27 (Chapitre 12, exercice 5)

1. Soient A= (a;;), B=(b;;) e Mu(K), A, neR.

Ms=

tr(AA+puB) = Y (Aa;; +ub; ;)
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= Atr (A) + utr (B)
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2. Soient A= (a; ;) , B = (b;j) € M, (K).
Posons AB = (¢; j) € M, (K)etBA= (d; ;) € M, (K)
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1l
—

a; i by,i

Il
M=

Il
—
kel
I
—

I}
M=
M=

Il
—
kel

I
—

by ia;

Il
M=
M=

byia;k

I I
[ o) kel
i s
M= 1
S0
k L

=

r(BA)

3. ¢ SiA=0,,alors ATA=0, donctr(ATA)=0.
« Supposons tr (AT A) = 0. Alors :

Or:Vi,jell,n], a?i = 0. Ainsi: Vi, j € [[1,n], aj; =0. Donc A=0p.
4. e« Si A= B, alors (YMe M,([R), AM = BM) donc (YM € M, (R), tr (AM) = tr (BM)).
e Supposons (VM € M,(R), tr (AM) = tr (BM)). Alors : (VM € M, (R), tr ((A— B)M) =0.
En particulier, pour M = (A—B)T, tr ((A— B)(A-B)T) =0. Donc, d’aprés 3, (A— B)T =0,,. Ainsi A= B.

239 Exercice 28 (Chapitre 19, exercice 25)

1. Soient M = (m; ;),N = (n; ;) € M, (K), soient jambda, p € K,

n
tr(AM +uN) = Y (Amy,; + pni,;)

n

i=1
n

=AY mii+py ni;
i=1 i=1

n
=Ar (M) +p ) tr(N)
i=1

Donc tr est une forme linéaire.
2. Posons: F = {M e M, (K), tr(M) =0}. On a F = kertr et comme tr est une forme linéaire non nulle (tr(I;) = n # 0) alors F
est un hyperplan de M, (K) donc:
dimF = dim M, (K) -1 = n*-1.




é@\’
.,) Exercice 29 (Chapitre 19, nouveau)

1. Soient B et C des bases de E. On a, en posant P = Pass(3,C :
Matg(f) = PMate(f)PL.
Dong, en utilisant la question 2 de I'exercice 27 :
tr(Matg(f)) = tr (PMate(f)P™Y) =tr (Mate(f)P™'P) = tr (Matc(f)).

Donc tr (Matg(f)) ne dépend pas du choix de 5 base de E.

2. D’apres le théoreme du rang : dim ker f =dim E —rg f = n—1 donc soit (ey, ..., e,—1) une base de ker(f).
Comme (ey,...,e,-1) est libre, d’apres le théoreme de la base incompleéte, il existe e, tel que ,athcalB = (ey, ..., ey,) soit
une base de E.

Alors :
0 0 a)
Matg(f) = o
0 ... 0 ay
,avec ay, ..., a, € K.
Onadonctr(f)=ayet:
0 ... 0 may
Matg(f)=|: D | = anMatg(f) = tr(H)Matg(f).
0 0 a
Ainsi :
fP=tr(Of.

Probleme 8 ( Probléme supplémentaire 37 )

—1+eé i0 _ 19/2( 19/2+619/2)

= Zcos( )e’e/2

Donc:

e sif€[0,7], comme cos(g) >0ona:|ul= Zcos(g) et g—’ est un argument de u,

e sif =m, alors u=0donc |u| =0 et u n'a pas d’argument,

e sif € [0, 7], comme cos(Q) <Oonau=-2 cos(Q)ei(elz*’” donc: |u| = —Zcos(g) et % + 7 est un argument de u.

2. @ i e P= le LX+i)®-(X~- i)3) 7 L (6iX?-2i)=3X%-1,
o Py=o ((X+0)°—(X—10)°) =5 (10iX*—20iX?+2i) = 5X* —10X* +1.
ii. e deg(lgl) =2 donc P; € R,[X] etle discriminant de P; est A =12 =0 donc P; n'est pas irréductibles dans R[X].
e deg(P2) =4 donc P, € R4[X] donc P, n’est pas irréductibles dans R[X].
(b) i e deg(X+i)?""! =deg(X -i)*"*! =2n+1donc dean <2n+1.

o Le coefficient du terme en X?**! dans P, est : 2 (1-1)=0doncdegP, <2n. Ainsi P, € Cy,,[X].
o Le coefficient du terme en X" dans P,, est : 2 (2n+1i-2n+1)(-i) =2n+1#0doncdegP, =2n et son

coefficient dominant est 2n + 1.
ii. Lesracines N-iémes de I'unité sont :

e2ktIN fe 10, N—1]].
iii. ]
Pa(D) = @i)*" = 20" =22"(-1)" = (-4)".



iv. Soit z une racine de P,,. Alors (z+ )2"*! = (z - 1)2"*! donc |z + i| = |z — i|.
Ainsi z est sur le médiatrice des points d’affixes i et —i donc z est sur I'axe des abscisses.
Donc les racines de P, sont réelles.

V.

. +1
P,(a)=0 < a#iet (;

\2n+1
J o

a+i .
< a#ietdke0,2n], — = ?kT/Cn+D
a

— a#ietdke[0,2n], a+i=(a—i)e’kr/Cn+D
— a#ietdkel0,n], a(l _ezikn/(2n+1)) _ —i(l +ezikﬂ/(2n+1))

Pour k =0, 'équation devient : 0 = —2i ce qui est impossible. Ainsi, k = 0 n'est pas solution et i n'est pas racine
de Py,.
Onadonc:

P@)=0 < dJkell,2n] x (1 - ezik”’@”“)) - (1 + ez”‘”’@”“)).

Vi.
P,(@)=0 < 3Jkel[l,2nl, a(l_ezikn/(ZnH)) =_i(1+ezikn/(2n+1))
_i(1+ezikn/(2n+l))
= 3kell,2n], a= 1— e2ikn/@2n+1)
_ieikﬂ/[2n+1) (e—ikn/(2n+1) + eikﬂ/(2n+1))
= Fkell,2nl, a= —pres; (e-ikn/@n+D) _ giknlGn+D)
. k
—Ztcos(ﬁ)
= EIke[[l,Zn]],a:—k
. -
—Zzsm((z”H))
k
COS((znZn)
= EIkelIl,Zn]],a:—k
: 1
Sln((2n+1))
1
<~ 3dkel[l,2n], a= p
/4
tan((ZnH))
Ainsi les racines de P,, sont :
,kell,2n],
T
tan((2n+l))
qui sont réelles.
vii.
1|24 2n+1 24l fon+1
Pn:_, Z ( )X2n+1—kik_ Z X2n+1—k(_i)k
20 | (=0 k =0 k
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g e e
=l_ y (2n+1)X2n+1—kik
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kimpair
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n
_ Z 2n+1 X20=p) (_1yp
p=o\2p+1
" (2n+1
Posons Q, = )_ X" P(-1)P.Ona:
p=0\2p+1

Qu(X?) = Py (X).



viii. e P; =3X?-1donc Q; =3X —1etlaracine de Q, est %,

e P =5X*-10X%+1donc Q, =5X2-10X + 1 et les racines de Q, sont 101}—3/% =1+ %
ix. Soit z € C. Soit z’ € C tel que 2" = z, alors :
0,(2) =04 Q,(2%) =0 P,(z)=0.
Donc les racines de Q;, sont les carrés des racines de Pj,.
km b4 1
3. Soitke[l,n], —— € ]0, — [ Ainsi, les sont tous positifs et deux a distincts. Donc les ———— sont deux
2n+1 2 km 2 4
tan | ;74 tan®| ;74

méme deux a deux distincts. Ainsi, Q; admet n racines réelles distinctes et deg(Q,) = n. Donc Q,, est scindé a racines
simples dans R[X].
De plus, S;, estla somme des racines de Q,,.

2n+1
Le coefficient en dominant de Q, vaut ( . ) =2n+1.

3 3! 3
D’apres les relations coefficients racines, on a :

2 1 2 1)2n2n-1 2 Hni2n-1
LecoefﬁcientenX”‘ldeanaut( nE )(—1):( n+ D2n@n ):( ntln@n ).

B 2n+1)n@2n-1) _ ni2n-1)

Sp= =
32n+1) 3

4. Posons f:x—sinx—xetg:x— tanx—x.
T
f et g sont dérivables sur [O, 5 [

b4

Soitx € [0, > [, ona f'(x) = cos(x) —1<0et g'(x) = 1 +tan?(x) — 1 = tan?(x) = 0.
b4

Ainsi, f et décroissante et g est croissante sur [0, ) [

Donc: Vx € [0, g [ F(x) = £(0) et g(x) = g(0).
Donc: -
Vxe [O’E[' fx)<0etg(x)=0.

b4
Vxe [O’E[' 0 <sin(x) < x et x < tan(x).

b4 b4
Enfin: Vxe [O,E[, Ossinx.Soitxe]O,E[,ona:0<sinx5xstanx.

1 1
Donc:0< <-<—
tanx x sinx
.. 1 1 cos?(x) + sin?(x) cos?(x)
Dot:0< —5—=s—5<s——= — = ——.
tan®(x) x* sin®(x) sin®(x) sin”(x)
Or, cos(x) #0.
cos?(x) 1 1
Donc — =— = T
sin“ (x) sin“(x) tan<(x)
cos2(x)
Donc:
1 1 1
<—==<1+
tan?(x) = x2 tan?(x)
5. e Comme2>1,Y # est une série de Riemann convergente.
kn b4
o Soit n e N*, soit k€ [1, n], T T1 € ]0, 5 [, d’apres la question précédente, on a:
n
1 1 1
< <1+ —
2 _k 2 g1
tan (21111) (2];11) tan (2’”1)

En sommant pour k allant de 1 a n, on obtient :

1

i) Bfgn) =L (]

n
>
k=1 ta

2n+1



Donc:

WSI’I‘FS”.

k=1
D’ou )
2n+1) & 1
n= Z —<n+S,
n? o k?
Donc:
nCn-Dr? M1 2 [ n(2n—1)]
——— <) == n+ .
3@n+1)? T k2T 2n+1)?
n@n-Da%  2n?xr? n@n-Da% #? n@Cn-Da% =n
Or, ~ C ~—donc lim ————=—.
32n+1)2 3 x4n? 32n+1)2 n—+o0o 3(2n+1)2 6
. b4 n2n- 1)] 72 2n+2n  w?2n?
De méme, X ~ .
(2n+1)? 2n+1)2 3 3 x4n?
n? n(2n— 1) ] . n? [ n@2n-11 n?
¢ ~ —.Ainsi, lim =—.
2n+1)2 n—+oo (2n+1)2 3 6
Ainsi, par encadrement
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