Correction de la séance 1 1

Compléments sur les séries numériques

-
x= Exercice de calcul (Chapitre 7, exemple 25)
Soit z€ C, posons Z = Z3, ona:
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Soient n e N* et x € [a, b].

2

XN —

|fn | 1+ n2a?
2 2

Posons:VneN, u, = T 2a alors u, ~ 5 et Y # converge donc (u,) convient.
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¥ Exercice 23 (Chapitre 26, exercice 8)

1. (a) Supposons!>1.
Soit m €]1, I[. Comme m < [, il existe ny € N tel que :

Un+1
Vn=zny——=m>1.
Un
Ainsi :
Vn=ng, Upe = Up.
D’oui:

Vnz=ng, 0<up, <up

Donc, (#,) ne converge pas vers 0 donc la série diverge grossierement donc diverge.
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(b) Supposons /€ [0,1].
Soit M €]1,1[. Comme M > [, il existe ng € N tel que :

Un+1

=M.

Vn=ny
Un
Donc:
Vn=ngy, Uy < Mu,

Par récurrence, on montre alors que :
Vnzng, 0<u,<M'"™™u,,

Or, Z M" converge en tant que série géométrique de raison M € [0, 1[.
Ainsi, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Z u, converge.

2. (a) (up) estbien suite de réels strictement positifs.
SoitneN*,ona:

Ups1 _ 2rl+l (sin a)2n+2 nZ

2
1
:2(sina)2( ) — 2(sina)?.
]_ n—+oo

u, (n+1)22"%sina)?” +%
T 1
e Siae [0, 1 [, sina € |0, E donc 2(sin @)? € [0, 1[. Ainsi, par la régle de d’Alembert, Z u, converge.
T 1
e Siae ] Ve E] ,sina € E, 1| donc 2(sin@)? €]1, 2]. Ainsi, par la régle de d’Alembert, Z u, diverge.

e Sia= 7 la regle de d’Alembert ne s’applique pas.
1
Ona:VneN* u,= PR Ainsi Z u, converge.

7
Finalement, Z u,, converge si et seulement si a € [0, Z] .

(b) SoitneN*,ona:
Upe1 _ 2n+2)n" 2 _ 2
up  (n+D"™ 1+ exp(nin(1+4))
u 2
Or, nln(1+ 1) ~ 1 Ainsi, =% — =<1
n—+oo e
Ainsi, par la régle de d’Alembert, Z u, converge.
(c) SoitneN*,
Ups1 _ nlln(n+1)  In(n+1)
u, (m+D!nn @m+Dlnn’
In(n+1 1
,M=l+ln(l+—) — 1. Ainsi, 21 0.
Inn n) n—+oo U, n—+oo
Donc par la régle de d’Alembert, Z u, converge.
(d) SoitneN*,ona:

Untl In(n+1)2" _1ln(n+1)
u,  2"lln(n) 2 In(n)

In(n+1 1
Or, Or, ¥ = 1+ln(1 +—) - 1.
Inn n) n—+oo
1
Donc lim Unl =-<1.
n—+oo U, 2

Donc par la regle de d’Alembert, Z u, converge.

@\ /
23S Exercice 24 (Chapitre 26, exercice 25)

1. (@ o SoitneN, Sopia—Son= (12" 2us,0— (12" Ny, = Uppso — Upps1 < 0 (car (uy) neny décroissante).
Ainsi, (S25,) nen est décroissante.
« De méme, soit n €N, Sap+3 — San+1 = (12" Buzpig — (“ 12" 2uppio = —Uppes + Uzpsz = 0 (car (Up) pen décrois-
sante).
Donc (S25,+1) nen €st croissante.



e Enfin, soitneN, Sopi1 —Son= D" 1upy — 0
n—+oo

Ainsi, les suites (S2;,) nen €t (S2,+1) nen SONt adjacentes.
(b) Comme les suites (Sz2)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes, alors les suites (Sz2y)nen €t (S2n+1)nen convergent vers la
meéme limite.
Ainsi, les suites extraites paires et impaires convergent vers la méme limite donc (S;,) ,en converge .
Ainsi, Y (-1)"u, converge.

2. (@ e Sia<0,alors) (;1102" diverge grossiérement.
-1 n
S0,

e Sia>1,alors )

Or ) — estune série de Riemann convergente.
n

_1\1
Ainsi ¥ ¢ nlj converge absolument donc converge.
e Si0<a<1,alors, posons: VneN*, u, = # Alors (u,) est une suite de réels strictement positifs, décroissante et

convergeant vers 0, donc, d’apres 1., Z(—l)” u, converge.

_1\n
Ainsi ). ( nl,f converge.

(b)

L. . =n" R
Comme Y. 5 est une série de Riemann convergente, alors ) u, et ont méme nature.
I’l2
2en "

. . . o o N (-1

Comme (ﬁ) est une suite de réels strictement positifs, décroissante et convergeant vers 0, donc, d’apres 1., Z >
en

converge.
Donc ) u, converge.
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1
(D" .
Comme Z est une série de Riemann convergente, alors }_ u,, et Z ———— ont méme nature.
n
(_ 1) n+1 T

Comme (%) est une suite de réels strictement positifs, décroissante et convergeant vers 0, donc, d’apres 1., Z
n

converge.
Donc ) u, converge.
(d) Soit n € N*, on effectue le changement de variable: t =x—nz.Ona: dt =dx.

(n+)m sinx
Uy = dx
nr xInx

_ ” sin(t + nm)

_fo (t+nn)In(t+ nn)

” sin(?)

o (t+nm)In(t+ nr)
=(-1)"v,

= (-1)"

(t+nm)In(t+ nn)
o Soit n € N*, soit ¢ € [0r], alors sin(#) =0, t+ nx =0 et In(¢ + na) =0, ainsi, : v, =0.

De plus, comme ¢ — % est continue, positive et non constante nulle, alors v, > 0.
e Soit neN*, soit € [On] onasin(f)=0,0<t+na<t+(n+met0<In(t+nn) <In(t+ (n+1)x).

sin () sin(#)
ANS oD = G In(em -

Dong, par croissance de l'intégrale, v,41 < vj,.
Ainsi (v,) est décroissante.
e Soit n e N*

f” sin(t)
avec: v, =
0

T 1
< ——dt
vl fo nrln(nr)
1

S —_—
nln(nr)

Donclimv, =0.
Donc, d’apres 1., Z(—l)” v, converge.
Donc ) u, converge.

@\?
.,) Exercice 25 (Chapitre 26, exemple 6)

o]
1. Pour tout n € N*, posons S, = )| =
k=1

. 1 . . -,
La fonction f : x — — est continue décroissante et positive.

”Hdt noq ndt
o

Par comparaison série-intégrale, on a donc:

D’ou
VneN*, In(n+1)<S,<1+Inn
Ainsi
. In(n+1) S, 1
VneN*, ———<—<1+—
Inn Inn Inn
In(n+1) . In(n+1)
, = donc lim ———=
In(n) ln(n) n—+oo In(n)

De méme, lim (1+1nn =

. . 2 N . n
Ainsi, par théoreme d’encadrement, hrP —=1.
n—

Donc
S, ~Inn.



n
2. Pour tout n € N*, on pose u, = Z ——Inn.

k=1
Soit n e N*.
Ona:
rl+11 no1
Uns1—Un =Y ——In(m+1)- ) —+In(n)
=1 k =1 k
1 (n+1)
=——-In
n+1 n
1
=— —ln(1+—)
n 1 n
1+—
n

Sl arelGl) Gzl

1
2n?’

. -1 . . .
De plus, comme 2 > 1, la série Z 3z est une série de Riemann convergente et de signe constant.
n

Ainsi, Uy — Uy ~ —

Ainsi, )_(up+1 — upn) converge.

Donc, comme il s’agit d'une série télescopique, (1) ,en+ €St convergente.
Notons y € R sa limite.

On obtient alors : u, =7y +o(1).

Donc: ,

1
Y —=In(m)+y+o().
k=1 k

@\’
.,) Exercice 26 (Chapitre 26, exemple 8)

e Sia <0: alors la série diverge grossiérement.
e Sia=0et B <0: alors la série diverge grossiéerement.

. l+a
e Sia>1: Posonsy= ,onaalorsy€]l,al.

Ona:
n¥ 1

= — 0
ne(Inn)f  n*(In(n))P n—+oo

par croissances comparées car @ —y > 0.
Dong, a partir d'un certain rang :
1 1

<——<—.
n%(nn)f ~ nr
. 1 . .
Or, comme y > 1, la série ) | — estune série de Riemann convergente.
n

Par suite ) _ converge.

n%(nn)f
e Sia<l1:

+a
Posons y = T, onaalorsy €]la, 11.

Or,
nY nY=¢@

ne(nmP  (ngm)P n—teo O




par croissances comparées car y — a > 0.

Donc, a partir d'un certain rang :
1

0< L < —.
nY = n%(nn)f

. 1 . . .
Or, comme y < 1, la série Z — est une série de Riemann divergente.
n

1
Par suite ) s diverge.

e Sia=1:
- Sif<0:
Ona:
—— =(nn? — +oo.
nln(n)f L
Donc, a partir d'un certain rang :
0= ! < ! .
n~ n(nn)f

. 1 . . .
Or, la série Z — est une série de Riemann divergente.
n

1
Par suite ) pTe— diverge.
n(inn

-Sif=0:
La fonction f: t— t(Tlt)ﬁ est continue décroissante et positive sur [2, +ool.

Ainsi, par comparaison série intégrale, on a:

1 n
Z o) converge ssi ( fz 0 ﬁ) converge.
Sig#1:
n 1 1 n 1 1 1
Vn=2, dt= 1 tl‘ﬁ] = ( - )
" fz t(np)B [1—,5( no > 1=-UInm)A-1 (nE@)A~-1
Sip#1:
n 1
Vn=2, f ——dt=[In(In ]} =In(lnn) —In(n2).
b t(np)B
Ainsi,on a:
+oo sif<1
lim - dt= = (— ! ) sif>1
n—tooJy tnp)f "] 1-B\ (nE)F!
+00 sif=1
Donc:

>

converge siff>1

1 diverge sif<l1
diverge sif=1

n(nn)b

En conclusion, ) converge si et seulementsia >1ou (a=1etf>1).
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