Correction de la séance 1 ()

Probabilités, espérance et variance

T
x= Exercice de calcul (Chapitre 9, exemple 14)
Soit y deux fois dérivable sur R. Posons z: x — ex2 y(x) alors z est deux fois dérivable sur R et, soit x € R,

Z(x) = e Cxyx)+y' (x) etz (x) = e ((Ax* +2)y(x) +4xy' (x) + ¥ (%))

Ainsi :
V' +4xy +B+4x)y=0e27"+2z=0.
Léquation caractéristique associée a z" + z = 0 est r2 + 1 = 0 qui a pour racines +i donc les solutions de z” +z=0sont: z: x —

Acosx+ pusinx, A, peR.
Ainsi, les solutions de y" +4xy’ + (3+4x%)y =0 sont :

Acosx+ usinx
X — —H, AL UeER.

e*

© mégalite
: + % af —Xt oi
Soit (x, t) € [a,+oo[xR™™,ona: a(x, t)=—-e *'sint. Donc:
‘a—f(x, H<e M <e ¥,
o0x
Posons g: r— e~ % alors g convient.
a,
13 Exercice 20 (Chapitre 23, exemple 2)

1. Comme ((X; = 0), (X; = 1)) est un systeme complet d’événements, on a :
PXi1=1)=PXi1 =1X;=0P(X; =0+ P(X;41 =1 X; =D P(x; =1)

1
=1.P(X;=0)+ EP(xi =1) parhypotheses
1
=1-P(X;=D+ EP(x,- =1)

1
= l—EP(xi =1

46



2. SoitlER,ona:lzl—%l@l:%et,soitie[[1,364]],
P(Xjuy=1)— 2= 1(P(X—l) 2)
i+1 — 3— 2 1= 3 .
Ainsi :

Donc:

365
3. Ona:X=) X;donc:
i=1

365 365 2 1 i-1 1
EX)=) EX)=)_ (— + (——) x —)

@\'
S Exercice 21 (Chapitre 23, exemple 11)
X+ 4+
Posons Y, = IT’ onaE(Y,) = p Z pi donc, d’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
i=1

P(Y,-E(Yp)| =€) < (gy”)

Ainsi :
V(Yy)
1-—— <P(Y,-E(Y,)|<e) <1
€

De plus, comme Xj, ..., X, sont deux a deux indépendantes :

1 n
V() = ZV(X,)— 2Zpl(1 pi) —22

:|»~

Donc:

1
1-—=sP(Y,-EYy)l<e) =1
ne

<£):1.

Ainsi, par théoréme d’encadrement :

et X, 1
At 15
niz

é@\,
.,) Exercice 22 (Chapitre 23, exercice 6)

1. Pour tout i € N*, on note F; 'événement : « Obtenir face au i-éme lancer. »



* Xo(Q)=1{0,1}.

Ona:
— P —  — 1 1
P(X;=0)=P(F,nF)U(F1NkR)=PFRNnFH)+P(F.nF)=PFH)PF)+P(F)P(F) = 1 + 1 =-
car les événements F; N F», F; N F, sont incompatibles et les deux tirages sont indépendants.
De plus P(X, =0)+P(Xp =1) =1, ainsi:
1
PX,=1)=-.
(X>=1) >
X, suit donc la loi uniforme sur {0, 1}.
Ona: .
E(X2)=0><P(X2=0)+1><P(X2=1)=E.
, s , 12 1 1 1
V(X3) =E(X5)-E(X3)"=0"P(X;=0)+1"P(X, = 1) — 5 ZE—ZZZ
e Ona X3(Q)=1{0,1,2}.
Ona:
P(X3=2) = P((F\nF;nF3) U (Fi N F, N F3))
=P(FiNnF,nF3) +P(F,NnF,NF;)
= P(F)P(F2)P(F3)) + P(Fy)P(F,)P(F3)
1 1
= — 4 -
8 8
_ 1
T4
De méme,
P(X3=0) =P((F\nF, N Fs) U (F| N F, N F3))
=P(F,NnF,NF3)+PF NFNF;)
= P(F1)P(F;)P(F3) + P(F) P(F,) P (F3)
1 1
= — 4+ —
8 8
_ 1
T4
1 1 1
Enﬁn,P(X3=1)=1—P(X3=0)—P(X3=2)=1—Z—Z =5.
Par suite,
1 2
E(X3)=O><P(X3:0)+1xP(X3=1)+2><P(X3=2)=§+Z=1.
Et:
2 2 _ Al 2 2 1 4 1
V(Xs) = E(X3) ~ E(X3)* =0' P(X3 = 0) + 1PP(Xs = ) +2°P(Xg =2) =1 = o 2= 1= 2.
2. Soit n=2, X, représente le gain a la suite de n — 1 parties. Ce gain est donc entre 0 et n — 1. Ainsi, X,,(Q) = [0,n - 1].

Ona:

P(X,=0)=P((Fn---NF)U(FN...Fy)

=P(Fin---NnF)+PE N---NnFy) par incompatibilité

=P(F)...P(F,)+ P(E) .. P(ITn) par indépendance des différents tirages
1 1

= — 4+ —
2n - 2n

1

- on-1°

Ona:

1 1 1

PXp=n-1)=P(FinEBNF...)U(FinFKNnF;...)= TR TS




3. (Xu = Djego,n—1; forme un systeme complet d’événements.
Ainsi, par la formule des probabilités totales, on a:

n-1
P(Xpi1=k) =) P(Xpns1=kIXp=DP(X,=1)
=0

1
OnaP(Xy1 = kIX, =k) = > (
1
kI Xp,=k-1)= 3 (puisqu'il faut faire au (n + 1)-ieme jet le résultat opposé au jet précédent).
Sile[l,n—10\{k,k—1}, P(Xy+1 = kIX,, =) = 0. (car entre le n-ieme et le (n + 1)-éme lancer on ne peut que gagner 0 ou 1

point).
Ainsi, I’égalité devient :

puisqu'’il faut faire au (n + 1)-iéme jet le méme résultat que le jet précédent) et P(X,41 =

1 1
PXp1=k)=PXp1 =klXy=k-1D)P(X,=k-1)+PXp1 =klXp,=kP(X,=k) = EP(XH =k-1+ EP(XH =k).

n-1
4. (@ ¢ OnaQ,(1)= Y P(X,=k) =1 (puisque (X, = k)){k € [0, n— 1]} forme un systtme complet d’événements).
k=0

n-1
e Ona:VseR, Q,(s)= Y kP(X, =ks" .
k=1

Donc:
n—-1 n-1

Q’n(l) = Z kP(X,=k)= X_: kP(X, =k)=E(Xy).
k=1 k=0

n-1
e Deplus:VseR, Q)(s) = Z k(k—1)P(X, = k)sk’l.
k=2
Ainsi :

n-1 n-1 n-1 n-1
Q) =Y k(k-DPXp=k) =) k(k—-DP(X,=k =Y k*P(X,=k - Y kP(X,=k) =E(X2) - E(Xp).
k=2 k=0 k=0 k=0
Ainsi :
V(Xy) = Qu(1) + E(Xp) — E(Xp)” = Q1)+ Q, (1) - Q, (1.
(b) Soit s€R. On a, par les questions 2 et 3,
Qne1(8) = Y, P(Xps1 = k)s*
k=0

n-1
= P(Xp11 = 0)s° + P(Xps1 = )s" + ) P(Xps1 = K)s*
k=1
1 os" 1! r
= on + on + > k=1(P(Xn =k)+PX,=k-1))s

1 1 n, 1S K 1P k+1
=—PXp=0)+-PXp=n-1s"+=) PXp=k)s"+=) PXp=k)s
2 2 2 2 =0

lnfl & 1 n-1 &
==Y PXy=ks"+= ) P(X,=Fks"
2 k=0 2 k=0

_ 1+9)
T2

Qn(s)

(c) Soit s € R. Onremarque alors que (Qp(8)) ze>2 est géométrique.
- 1+
Ainsi: Vn =2, Qu(s) = (%)n 2 Q,(s), avec Qu(s) = P(Xp = 0) + P(Xp = 1)s = Ts par la question 1.

o 145)\%1
Ainsi: VseR,Vn=2, Q,(s) = > .

(d) SoitseR.Ona:
(n-1)(n-2)

4

, n—1(1+s)\"? "
Qn(s):T(_) et Qu(s)=

1+s)”3
5 )

2

On aalors:

/ n-
E(Xn)=Qn(1)=T-



_ _ _ _ 12 _ _
VX = Q) + Q) - Q2 = =D =D nol (n” D) =n41(n—2+2—n+1)=nTl.

4 2 4




