Correction de la séance

Classiques en algebre linéaire

x= Exercice de calcul (i Chapitre 16, exemple 5)
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Soit (x, ) € (R*)?,ona:
LD = .
|f(x )i<1+t2

Posons g: t—
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alors g est continue surR* et g(f) ~ — donc g convient.
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AS Exercice 1 (Chapitre 19, exemple 2)

e Soientx,y € E\{0}.



- Si(x,y)estlibre.Ona: Ayry(x+y) = f(x+ )= f()+ f() =Axx+ 1y,
Donc:
Axty = A x+ (Axsy —Ay)y =0.

Comme la famille (x, y) est libre, on obtient: 1y = A4y = A,.
- Si (x,y) estliée.

Il existe u € K tel que y = px (car x # Og).

Alors Ayy = f(y) = f(ux) = puf(x) = pAdyx=Axy.D’ott (Ay —Ax)y =0 et comme y #0g, Ay — A, =0puis Ay = A,.
Dans touslescas 1y = A,
Donc:Vx,ye EN{0}, Ax = A,.
Ainsi, il existe A tel que : Vx € E\ {0}, f(x) = Ax.

e De plllS f(OE) = OE = /lOE.

Donc:VxeE, f(x) =Ax et f est une homothétie.
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Engst
23S Exercice 2 (Chapitre 12, exercice 4)
Analyse : Supposons qu'il existe M telle que pour tout A € M, (K), AM = MA.
Alors, en particulier, pour tout r, s € [1, n]], ME,s = E;sM.
Soient i, j[1,n]l,ona:

n
(MErs)ij = Z mi,kﬁk,rﬁs,j = mi,rﬁs,jr
k=1

et:
n
(ErsM)jj =Y 8ir8simij=msgby,.
k=1

Donc:
mi,ras,j = ms,jér,i-

Ces relations sont vraies pour tout r, s, Z, j [[1, n]l,
epouri#rets=j,onam,;, =0donc M estdiagonale,
epouri=rets=jonam;;=mjjdonc M=AI,, AeR.
Synthese : Posons M = A1, A € R. Soit Ae M, (K),ona:

AM = ALl =AA=(A1,).A= MA.

Conclusion :
MeM,[K),VAe M,(K), AM=MA}={AI,, A e K}.

@\’
.,) Exercice 3 (Chapitre 19, exemple 12)
1. soitpeN.

e Soit x € Kj,. Alors, f7(x) =0 donc fp“(x) =f(fP(x)) = f(0)=0et x€ Kp1.
Ainsi, K € Kp+1.
* Soit y € I 41, il existe x € E tel que y = fP*!(x) = f7 (f(x)) avec f(x) € E. Ainsi, y € I,, donc I+ < I.
2. Raisonnons par I'absurde et supposons que : Vr € [0, n], K, # K;+1. Alors, on aurait :

KK s..K,, EKppq.

Donc
dim Ky <dimKj <...<dimK), <...<dimK; < dim K1,

Montrons par récurrence que : VI € [0, n+ 1], dim (K}) = [.



e Pour/=0,0onaKky={xe€E,x=0}=1{0}. Ainsi, dim (Kp) = 0 donc la propriété est vraie.
¢ Soit / € [0, n], supposons que dim (K;) = /.
Ona:dim(K;,;) > dim (K;) donc dim (Kj4q) > [.
Or, dim (K;41),/ e Ndoncdim (K1) =1 +1.
e On adonc prouvé par récurrence que :VI € [1,n+ 1], dim (K;) = [.
En particulier, on aurait dimKj,+; = n+ 1. Or, K;;1; < E donc dim K, < n. Ainsi, n+1 < n. Ce qui est absurde.
Doncil existe re Ntelque r < net Ky = Kr41.
On considere alors le minimum des entiers qui conviennent.

3. Onsaitdéja que I,  I,. De plus, par le théoréme du rang :
dimI;;; =dimE-dimK;;; =dimE-dim K, =dim I,.

Ainsi, I+ = I,.

4. Montrons par récurrence que: Vp eN, Ky, = K;.
o La propriété est immédiatement vraie pour p = 0.
* Soit p € N. Supposons que Ky = K;.
On sait déja que K;4p < Ky p41 parle 1.
Soit x € Ky p+1, alors f7*P*1(x) = 0. Ainsi, f7*1(fP(x)) =0. Donc f7(x) € Ky+1.
Or, K;+1 = K; donc fP(x) € K;.
Ainsi, f7(f?(x)) =0donc f"*P(x).
Finalement, x € K;4p. Donc K1 p11 € Ky p
On a donc prouvé que Kyyp+1 = Kryp = Ky
e Onadoncprouvéque:VpeN, Ky, = K;.
Soit p € N.
Soit y € Iryp, il existe x € Etel que y = f™*P(x) = f"(f”(x)) avec f”(x) € E.
Ainsi, y € I;.
Donc:VpeN, Iy c1p.
De plus, par le théoréme du rang, on a:

dimI,,, =dimE-dimKp,, = dimE - dim K; = dim I,..

Ainsi, par égalité des dimensions, I, = I;.
5. On sait déja par le théoréme du rang que dim K, + dim I, =dimE.
Montrons que K, N I = {0}.
Soit x € K, N I. Comme x € I, il existe a € E tel que x = f"(a). De plus, 0 = f"(x) = fzr(a). Ainsi, a € K3, = K; d’apres la
question précédente.
Donc x = f"(a) = 0.
Ainsi, la somme est directe.
Finalement, on a bien prouvé que K, et I, sont supplémentaires.

ASS Exercice 4 (Chapitre 19, exercice 11)

» Soit x € Ker (f). Montrons que g(x) € Ker (f).
Ona: f(g(x) =g(f(x)) = g(0) =0 donc g(x) € Ker (f).
Ainsi, Ker (f) est stable par g.
¢ Soit x € Im (f). Montrons que g(x) € Im(f).
Comme x € Im (f), il existe y € E tel que x = f(y) et g(x) = g(f (1)) = f(g(y) € Im(f), donc Im (f) est stable par g.




@\'

‘_) Exercice 5 (Chapitre 20, exemple 11)
On note C la base canonique de R et B = ((1,3,1),(1,0,-2), (0,1, —1)).
On considére I'endomorphisme de R* défini par :

u: R3 - RS
(x,y,2) — (Q0x-y—2z,-6x+9y—3z,-2x—-y+11z)
1. Soit C la base canonique de R3,ona:
1 1 0
dete(B)=1{3 0 1|=6#0.
1 -2 -1
Donc B est une base de R3.
2. Ona:
10 -1 -1
A=|-6 9 -3
-2 -1 11
3. Onau(,3,1) =(6,18,6) =6(1,3,1), u(1,0,-2) = (12,0,-24) = 12(1,0,-2) et u(0,1,—1) = (0,12,-12) = 12(0,1,-1) donc:
6 0 0 1 0 0
B=|0 12 0]=6|(0 2 0
0 0 12 0 0 2
1 1 0 2 1 1
4. OnaP=PassC,B)=|3 0 1 |. Apres calculs, on a pl= é 4 -1 -1].De plus, par formules de changement
1 -2 -1 -6 3 -3

de bases: A= PBP~! donc A" = PB"P~! et comme B est diagonale :

enfl 1 0)(L 0 0)(2 1 1
A"==—13 0o 1|]lo 2" ofl4a -1 -1]=6""
611 2 -1Jlo 0o 2¢)l-6 3 -3
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