Révisions d’algebre linéaire 4 :
Pour aller vers la spé

On considere que K =R ouC, E, F, G, H sont des K-espaces vectoriels et r, p € N*.

I Rappels de cours

—{ Proposition : Formule du bind6me de Newton (chapitre 19, proposition 16) }

Soient f,g e L(E) telsque fog=go f,soitneN,ona:
n - [ k n—k
f+e" =Y | | 8"

k=0

ou(f+g)"'=(f+geo---0o(f+g.

—{ Corollaire (chapitre 19, corollaire 3) }

Supposons E de dimension finie. Alors :

f € GL(E) ssi f injectif ssi f surjectif.

—{ Proposition (chapitre 19, proposition 24) }

Supposons E de dimension finie. Soit u € L(E).
o S'il existe v € L(E) tel que uo v = Idg, alors ue€ GL(E) et u™' = v.
o S’il existe v € L(E) tel que vo u = Idg, alors u € GL(E) et ul=y.

—{ Proposition (chapitre 20, proposition 12) }

Soit A € M, (K). On ales équivalences suivantes :

AeGL,(K) < Ker(A={0} © ImA=M;:K) < rg(h)=n.

—{ Proposition (chapitre 24, proposition 10) }

Soit Ae M, (K). Alors :
AeGL,(K) < det(A) #0.

1
det(A)”

De plus, dans ce cas det(A™!) =

Corollaire (chapitre 24, corollaire 5) }

Soient Ae M, (K), P€ GL,(K).Ona:
det(P~'AP) = det(A)




II Exercices

2.1 Exercices d’entrainement

Exercice 1:
Soit f € L(E). Soient a, f € K avec a # 8. Montrer que :

E=Im(f —aldg) +Im(f - BIdg).

Exercice 2 :
Soit f € L(E). Soient a, § € K. On suppose que :

(f —aldg)o (f - Bldg) =0.

1. (a) Montrer quesi a # 0 et §#0, alors f € GL(E) et exprimer f~! en fonction de f et de Idg.
(b) Montrer que si f € GL(E) et si f n’est pas une homothétie, alors @ # 0 et § # 0.

2. Montrer que, pour tout n € N, il existe a,, b, € K tels que :
f"=anf+byldg.

Exercice 3 :
Soit A€ M, (K). Soient a, f € K avec a # . On suppose que :

(A-al,)(A-Bl,) =0.

1. Montrer que det(al, — A) =0etdet(fl,—A) =0
2. Montrer que :
ker(A—aly,) eker(A- BI,) = M, 1(K).

3. Soit X € ker(A— al,). Montrer que :
VkeN, A¥X = akX.

4. Soit f I'endomorphisme canoniquement associé a A.
Soient 31 une base de ker(f — aldkn) et B, une base de ker(f — f1dkn). Posons B = 3] U Bs.

(a) Montrer que B est une base de K".
(b) Ecrire Matg(f).
(c) Montrer qu'il existe P € GL,(K) et D € M, (K) matrice diagonale telle que :

A=PDP7 L.
5. Montrer qu'il existe B, C € M, (K) telles que :

VkeN, A¥=a*B+pkC.

2.2 Exercices d’application

Exercice 4 :
Soit f € L(E). Soient a, f € K avec a # . On suppose que :

(f—aldg)o(f—BIdg) =0.

1. (a) Montrer que:
ker(f —aldgp) ®ker(f —f1dg) =E.

(b) Soit x € E. Déterminer la valeur de (x1, x2) € ker(f — aldg) x ker(f — BIdg) tel que :
X = X1+ Xo.

2. Soit p la projection sur ker(f — aIdg) parallelement a ker(f — BIdE) et soit g la projection sur ker(f — fI1dg) paralléle-
ment a ker(f —aldg).
(a) Exprimer g en fonction de p. Simplifier po g et go p.
(b) Exprimer p puis g en fonction de f et Idg.
(c) Exprimer f en fonction de p et g.
3. Soit n € N*, exprimer f" en fonction de p et g.



Exercice 5 :

1 0 O 2
3 0 1 -1 . - . o

1. Posons A= 11 o —2| Montrer que x — det(xIs — A) est une fonction polynémiale de degré 4, unitaire.
0 0 -1 1

Dans la suite de I'exercice, on admettra que pour tout A € M (K), la fonction x — det(xI, — A) est une fonction polyndmiale
de degré n, unitaire.
Le polyndme associé a cette fonction polynomiale est appelé le polyndme caractéristique de A et est noté y 4.

2. Soit Ae M, (K). Soit A € K. Montrer que :
1AA) =0 < ker(A— AI,) # {0}.

3. Soit Ae M, (K). Soient A1,...,A, € K et D = diag(14,...,1,). On suppose que A et D sont semblable.
(&) Montrer que: Vie[[1,n], ya(A;) =0.
(b) Soit f 'endomorphisme canoniquement associé a A.
Montrer qu'il existe 5 = (ey,..., e,) base de K" telle que : Vi € [[1, n]], f(e;) = A;e;.
(c) Montrer que: Vi€ [[1,n]], Vect(e;) c ker(f — A; Idkn).

III Correction des exercices d’application

Exercice 4 :
1. (@
On repére une question classique.

* Soit x e ker(f —aldg) nker(f — Bldg) . Alors, (f —aldg)(x) =0donc f(x) —ax =0 ainsi f(x) = ax. De méme,

fx) = px.
Ainsi f(x) =ax = pBxdonc (@ —B)x=0.0r a #  donc x = 0. Ainsi :

ker(f —aldg)nker(f — BIdg) = {0}.

e Soitx€ E.Ona: (f—aldg)o(f - Bldg)(x) =0donc (f - fIdg)(x) = f(x) — Bx e ker(f — aldg).
De méme, comme (f — BIdg) o (f —aldg) = (f —aldp)o(f —Bldg) =0,ona: f(x) —axeker(f — fldg).
Deplus: (f(x) - Bx) — (f(x) —ax) = (a - B)x.
Comme a # B, posons : xj = ﬁ(f(x) —pBx) et xo = —a—lﬁ(f(x) —ax). On a alors x; € ker(f —aldg), xp €
ker(f — BIdg) et:
X=X+ Xo.
Donc x € ker(f — aldg) + ker(f — fldg).
Ainsi :
ker(f —aldg)+ker(f —Bldg) =E.
e Onadonc:
ker(f —aldg)eker(f —BIdg) =E.

(b) D’apres la question précédente :

1 1
X = a_—ﬁ(f(x)_ﬁX) et xy = —a—_ﬁ(f(x)—dx)-

2. (a) Onsaitque p+q = Idp donc q = Idg — p.
D’apresle cours: pog=qgop=0.
(b) Soit x € E. Posons x; = a#_ﬁ(f(x) - Bx) eker(f — aldg) et xp = —a%ﬁ(f(x) —ax)eker(f — Bldg). Ona x = x| + xo.

Donc:
p(x)=px1)+pl)=x1+0=x = a;_ﬁ(f(x) -Bx)etq(x)=qx1)+qx2) =0+x2 = —a;_ﬁ(f(X) —ax).
Ainsi : ) X
p= a—_ﬁ(f—ﬁldg) etq= —a—_ﬁ(f—aldg).

(©)
Il faut éliminer lidentité dans les relations précédentes pour avoir uniquement f .



On remarque que :

1
a-p

(af —apfldg)— ——(Bf — Baldg) = !

1
5 5@ BD=1

ap+pqg=

Ainsi :
f=ap+pq.

3. Ona pogq = qopdonc, d'apres la formule du bindme de Newton :
n_en k nek_ o (M) kan—k k_ n-k
=) & (ap) o B =) k a*pmtproqt .
k=0 k=0
Or,sike[1,n—1] alors,comme k—1=0etn—k—-1=0etpog=0:
pFoq - :pkflopoqoqn—kfl:pkfloooqnfk—l:O.
Donc:
fnzﬁnqn_'_anpn_

Or p? = pdonc p" = p car n= 1 et, de méme, " = q. Ainsi :

fr=a"p+p"q.

Exercice 5:
1. Soit xe R,

det(xIy — A) =

En développant par rapport a la derniére ligne :

x-1 0 =2 x—1 0 0
det(xI;-A)=-| -3 X 1({+x-1)| -3 x -1
-1 -1 2 -1 -1 x

=-(2x(x-1)-6-2x+(x-1)+(x-D*(x*-1)

Ainsi x — det(xI; — A) est une fonction polynoémiale de degré 4, unitaire.

xXaA) =0 <det(Al,-A) =0
— Al -A¢GL,(K)
— A-A1,,¢GL,(K)
< ker(A—-AI,) # {0}.

3. (a) Soitie€[1,n].
Comme A et D sont semblables, il existe P € GL,(K) tel que A= PDP1ainsi:

ya(Ay) =det(A;1, — A) =det(A; I, - PDP™Y) = det(A; PI, Pt — PDP ™) = det(P(A; I, — D)P ') = det(A; I, — D).
Or A; I, — D est une matrice diagonale donc le i-éme terme est 1; —A; =0 donc A; I, - D ¢ GL,(K). Ainsi :
xa(A;) =0.
(b) Comme A et D sont semblables, il existe B = (ey, ..., e,) base de K" telle que Matg(f) = D. On a donc:
Vie[l,nl, f(e;)) =Aje;.
(c) Soitie[1,n]l,ona: f(e;)—A;e; =0donc e; € ker(f — A;Idkn) et comme ker(f — 1;Idkr) est un espace vectoriel :

Vect (e;) c ker(f — A;Idkn).
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