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Révisions de rentrée 2

On pose, pour tout 7 € N*,
fn: 1-1L,+00] — R
x — x"In(1+x).

1. Etude des fonctions f;,
Soit ne N*.

(a) Onnote h;, la fonction définie par :

hp: 1-1,400[ — R

x — nln(d+x)+ ﬁ

Etudier le sens de variations de la fonction &, sur] —1, +ool.
Calculer /,(0) puis en déduire le signe de h, sur ] -1, +ool.

(b) Etudier le sens de variations de la fonction f; sur]—1, +ool.
Construire alors le tableau de variations de f; en précisant les valeurs en les points remarquables et les limites
aux bornes du domaine de définition.

(c) Dans cette question, n est supposé supérieur ou égal a 2.
Etudier le sens de variations de la fonction f;, sur ] — 1, +oo[ (on sera amené a discuter sur la parité de n).
Construire alors le tableau de variations de f;, en précisant les valeurs en les points remarquables et les limites
aux bornes du domaine de définition.

2. Etude de la suite ( [ fa0d x)
On consideére la suite (I;,) e+ définie par :

1
vneN*, I, =f fn(x)dx.
0

(a) Calculde I;
i. Prouver I'existence de trois réels a, b et c tels que :

x? c
Vxe[0,1], — =ax+b+ ——.
x+1 X

+1
142
ii. En déduire la valeur de I'intégrale f —dx.
iii. Calculer la dérivée de la fonction g %éﬁ;{ie par:
g: 01 — R
X %2 In(1 + x).

iv. En déduire la valeur de I.
(b) Convergence de la suite (I,;) ,en+

i. Montrer que la suite (I) ,en+ €St monotone.
ii. Justifier la convergence de la suite (1) sen+ (0n ne demande pas sa limite).

n
iii. Démontrer que:VneN*,0<1, < 1 et en déduire la limite de la suite (I;,) en+ -
n

Correction commentée

1. (a)
o Comme x+— 1+ x est strictement positive sur ] — 1, +oo[ et In dérivable sur R** alors, par opérations, hj,

est dérivable sur ] — 1, +ool.
e Soitx€]—1,+oc0[,ona:
n (1+x)—x_n(1+x)+1

T A+x2  (1+x)2

! —
hy(x) = I

Or 1+ x> 0donc k), (x) >0.
¢ Ainsi hj, est strictement croissante sur ] — 1, +ool.
e n,0)=nln(1)+0=0
e Comme h, est strictement croissante sur] —1,+oo[ et h,(0) =0,ona:

Vx€]l-1,0[, h,(x) <0, h,0)=0, VxEe€]0,+ool, h,(x)>0.




(b)

& La dérivabilité doit étre justifiée rapidement.

N La fonction hy, est strictement croissante mais on ne peut pas écrire h, (x) est strictement croissante.

e Comme x— 1+ x est strictement positive sur ] — 1, +oo[ et In dérivable sur R** alors, par opérations, fi

est dérivable sur | — 1, +ool.
e Soitx€]—1,+oc0[,ona:

£l =In( +x) + ﬁ = Iy (x).

e Ona: xli»n—ll filx) =+00, fi(0)=0et xEIIlwfl (x) = +oo.

Donc, d’apres la question précédente :
X -1 0 +00
[ - 0 +

f1 +oo\0/,+oo

™ Les limites qui ne sont pas des formes indéterminées n'ont pas besoin d’étre justifiées.

(c) e Paropérations, f, est dérivable sur]—1,+ool.
e Soitx€]—1,+oc0[,ona:

! _ n—1 x" _ n-1 X _ n-1
fn(x)=nx 1n(1+x)+—1+x—x (nln(1+x)+—1+x)—x hy(x).

— Si n est impair, alors 7 — 1 est pair et donc x”*~1 > 0, ainsi f}, est du signe de h,,.
De plus, limlx” =—1donc lim1 fn(x) = +oo, f,,(0) =0et thP fn(x) = +oo.
x—— X—— —+00

Donc:
X -1 0 +00
fn() - 0 +

fn +oo\o/,+oo

— Si n est pair, alors n — 1 est impair et donc x"~! est du signe de x, ainsi :

X -1 0 +00
x-1 - 0 +
hy,(x) - 0 +
fr(x) + 0 +

De plus, lim x" =1donc lim f,(x) =—oo, [,(0)=0et lim f,(x)= +oo.
x—-1 x—-1 X—+00

Donc:
X -1 0 +00
fr(x) + 0 +
/ +00
In /O
i
(@) i e Méthodel:
Soit x€[0,1],ona:
x> x(x+1)-x
x+1 x+1
B X
T x+1
o (x+D-1
B x+1
1
=x—1+—o
x+1



Posonsa=1,b=-1letc=1,0ona:

2

X c
Vxel0,1], — =ax+b+ ——.
x+1 x+1

e Méthode 2:
Soient a, b, c € R,

2

X c X  ax(x+D+bx+1D+c
Vxe[0,1], — =ax+b+ — <o Vxe]0,1], =
x+1 x+1

+1 x+1
oVxel0,1], x> =ax(x+ 1) +b(x+1)+c¢

s Vxe [0,1],x2:ax2+(a+b)x+h+c
a=1

&4 a+b=0 paridentification,
b+c=0
a=1

<< b=-1
c=1

Ainsi,enposanta=1,b=-letc=1,0na:
x? c
Vxel0,1], — =ax+ b+ ——.
x+1 x+1
& Ici, la preuve d'existence se fait en calculant les valeurs, ce n'est pas toujours le cas.

& La méthode 1 consiste a "forcer” Uapparition des termes demandés. Elle nécessite un peu d’intuition mais est
beaucoup plus simple en termes de raisonnement et de rédaction.

& Dans la méthode 2, on ne suppose pas lexistence de a,b,c (si on le supposait, on ne le prouverait pas)
mais on cherche une condition pour avoir l'existence. L'étape fondamentale est lidentification. Pour faire une
identification, il faut avoir une égalité de fonctions polynomiales sur une infinité de valeurs. Ainsi sans écrire
"Vx €10,11", on ne pourra pas identifier.

ii.

1 xZ 1 1
f —dxzf (x—l"l‘_)dx
0o x+1 0 x+1

2
= ?—x+ln(1+x)

0

1
=—-1+In2
2 n(2)

——1 +1n(2)
T2

2
SN fol +7 dx ne dépend pas de x, il est donc inutile de définir x.
iii.
Par opérations, g est dérivable et, soit x € [0,1],

2
g (x)=xIn(l+x)+

20+ x)

iv.



(b) i

il

iii.

1
Ilzf xIn(1+x)dx
0

1 , x2
_fo (g (X)_2(1+x))dx

1 2

1 1 X
= | gwdx--| —a
fog(x) . 2Jo 1+x .

1 1[0 1
=[g)],- > (—E+ln(2))
=g(l)—- (0)+1—11n(2)
=g g 12

11(2) 0+1 11(2)
2 4 2

NI

& Cette valeur pouvait également étre obtenue par intégration par parties mais cela ne se déduisait pas de la

question précédente.

Soit n e N*,
1 1
In+1_In:f x’”lln(1+x)dx—f x"In(1+x)dx
0 0
1
:[ x"(x-1)In(1+x)dx
0
Soitx€[0,1],ona:x"=0,x—-1<0etln(l +x)=0donc:
II’H—I_II’LSO'
Ainsi (I},) ,en+ est décroissante.

& Pour étudier la monotonie d'une suite, on étudie le signe de la différence u,+1 — u,. A l'exception de quelques

rares cas, on wétudie pas le quotient ”L':“ car il faut savoir que u; # 0 et connaitre son signe pour conclure.
n

® Dans lintégrale, il ne faut pas définir x, mais en écrivant les inégalités, il 'y a plus d’intégrale, donc x doit
étre défini.

Soit n e N*, soit x€ [0,1],ona: x"In(1 + x) =0 donc I,, = fol x"In(1+x)dx=0.

Ainsi (I;;) nen+ est décroissante et minorée par 0 donc (1) ,en+ converge.
N Le principal résultat permettant de prouver lexistence de limite sans calculer sa valeur est le théoreme de la
limite monotone.

e Soit n € N*, on a déja montré que I, = 0.
Soit x€[0,1],ona:In(1 + x) <In(2) et, comme x" =0, onadonc: x"In(1+ x) < x"1n(2).
Ainsi: I, < [y x"In(2) dx.

Or: fol x"In@2) dx = | %

+1 I e
Ak 111(2)]0 = @
Donc:

n

n+l-

. n2 PN )
e Comme lim =0, par théoréeme d’encadrement :
n—+oon+1

Jim 12=0

& Le théoreme d'encadrement était appelé théoreme des gendarmes au lycée. Il prouve a la fois I'existence de
la limite et donne sa valeur.



