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Révisions de rentrée 1

On consideére la fonction suivante :
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On notera C la courbe représentative de f.
1. On considere la fonction suivante :
g: R - R
x — e*—x-1"

(a) Déterminer le signe de g’. En déduire les variations de g.
(b) En déduire le signe de g.
2. On considere la fonction suivante :
h: R - R
x — (2-xe*-1"

(a) Etudier la fonction & et dresser son tableau de variations.
(b) Montrer que I’équation h(x) = 0 admet une unique solution a > 1.
(c) Préciser, en fonction de x, le signe de h(x).
3. (a) Montrer que la fonction f est bien définie sur R*.
(b) Déterminer lalimite en +oco de f.
(c) Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.
(d) Dresser le tableau de variations de f.
(e) En utilisant la fonction g, déterminer, suivant les valeurs de x € R*, la position relative de C par rapport a la droite
d’équation y = x.
(f) Tracer C ainsi que la droite d’équation y = x.

n
4. Onpose:VneN, u,,:f (fx)-1)dx.
0

(a) Déterminer une primitive de f. En déduire, pour tout n € N, une expression de u; en fonction de n.
(b) Déterminer la limite de (u5,) en.

Correction commentée

1. (a)
g est une combinaison linéaire de fonctions dérivables sur R* donc g est dérivable sur R™.
e Soit xeR*,ona:
g=e"-1.
Donc: g'(x) > 0 si x €]0, +ool et g'(0) = 0.
* Ainsi g est strictement croissante sur R,
& 1l faut justifier rapidement la dérivabilité de g avant d’écrire g'.
@ 1l ne faut pas oublier de définir x avant d’écrire g' (x).
® I1 faut bien utiliser les inégalités strictes et larges. L'inégalité g' > 0 est fausse ici car elle signifie que : Vx € R,
g'(x) >0, ce qui est faux pour x = 0. L'inégalité g’ = 0 est vraie mais ne donne que la croissance de g et pas sa stricte
croissance.
Il West pas nécessaire d'avoir g' > 0 pour avoir g strictement croissante, il suffit d'avoir g' > 0 partout sauf en un
nombre fini de points. Ici, on a seulement un point d'annulation de g', on peut donc conclure sur la stricte crois-
sance.
(b)
g est strictement croissante sur R* et g(0) = 0. Ainsi :
Vx €]0,+ool, g(x) >0et g(0) =0.
2. (a)

\ ¢ I est une combinaison linéaire de fonctions dérivables sur R™ donc & est dérivable sur R*.
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(b)

(]

e SoitxeR",ona:
Wx)=-e*+2-x)e"=1-x)e".

Donc : h'(x) est du signe de 1 — x.
e Onah(0)=2-1=1,h(1)=e-1 etxlilll h(x) = —oo. Donc:
—+00

X 0 1 +00
h(x) + 0 -

h 1/6—1\

& Seules les variations de h sont demandées mais, si le calcul ne pose pas de probleme, il est préférable de calculer
les valeurs et/ou limites apparaissant dans le tableau.

& Si on veut détailler davantage U'étude du signe de ', on ne doit pas résoudre I'équation h'(x) = 0 mais une des
inéquations h'(x) =0 ou I/ (x) <0.

(b) e h est continue et strictement décroissante sur l'intervalle ]1,+oo[ et 0 € ]—o0,e—1[ =]lim o h, h(1)[

donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique a €]1, +ool tel que h(a) = 0.
e h est strictement croissante sur [0,1] et 2(0) =1 > 0. Donc : Vx € [0,1], h(x) > 0. Ainsi & ne s’annule pas

sur [0,1].
o Comme [0, +ool est la réunion disjointe de [0,1] et 11, +oo[, alors & s’annule exactement une fois sur

[0, +o00[ et cette annulation a lieu en a €]1, +oo].
& Pour utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires afin de prouver une existence et une unicité, il faut citer les
hypotheses de continuité, de stricte monotonie et vérifier que la quantité est bien comprise entre deux valeurs ou
limites (dans ce cas la borne doit étre exclue).

& Pour montrer la non-annulation de h (ici, sur[0,1]), il ne faut pas utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires
mais uniquement un argument de monotonie. Il n’y a donc pas d’hypothese de continuité a citer.

Ona:
X 0 1 a +00
h(x) + 0 -

h 1 _ 00—

Donc:
Vxel0,al, h(x) >0, h(a)=0, Vxela,+ool, h(x)<O0.

& Ici, une lecture du tableau de variations suffit.

Soit x € R*, on a g(x) =0 donc e* — x = 1. Ainsi e* — x # 0.
Donc f est définie sur R*.

® On ne doit pas écrire f(x) pour montrer que f(x) est bien défini.

Soit x € [0, +o0],
ef(l1-e™) 1-e”

eX(1—xe X)) 1-xe*

fx) =

*=0donc:

Or, par croissances comparées : liIP xe~
X—+00
lim f(x)=1.
X—+00

N f(x) dépend de x donc on doit définir x.

> lirP f(x) nedépend pas de x, il est donc inutile de définir x, par contre il faut prouver que la limite existe bien.
X—+00

Ici la preuve est faite en levant l'indétermination.

® Pour lever une indétermination de la forme 22, on peut factoriser par le terme dominant, ici e*.



. g estle qliotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas donc f est dérivable.
e SoitxeR™,
, efe*—x)—-(e*-1DEe*-1)
)= o 02

e —xe’ —(e*¥-2e"+1)

- (e* — x)?

_(2- x)e* -1

C(e*-x)?

h(x)

® Il s'agit d'une dérivée d’une fonction de la forme 5; mais il est inutile d’introduire les fonctions u et v. Les calculs
de dérivées doivent étre efficaces.

d
D’aprés la  question précédente, f' est du signe de h, on a donc
X 0 a +00
f'(x) + 0 -

! 0/\1

® On ne connait pas la valeur de a ni celle de f ().

(e)
Soit x e R™,

e¥ -1
eX_

fxX)—x=

B eX—1-x(e*-x)

- X

et —x
_(I-x)e'—1+x?
B er—x
B 1-xe*-1-x)1+x)
B e*—x
_A-x)(e*-(1+x)
B er—x
:(l—x)g(x)

e*—x

Ore®—x>0et g(x) =0donc f(x)— x est du signe de 1 — x.
Ainsi, sur [1, +ool, C est en dessous de la droite d’équation y = x et sur [0,1], C est au dessus de la droite
d’équation y = x.

& Lorsqu'on cherche un signe, il faut toujours chercher a factoriser la quantité étudiée.

(f)



™ Les valeurs de a et f(a) ne sont pas connues, elles sont placées de fagon a étre cohérentes. On doit bien respecter
la valeur en 0, la tangente horizontale, la limite en +oo, la monotonie ainsi que la position relative par rapport
a la droite y = x. Il ne faut pas rajouter de valeur supplémentaire et il faut savoir faire ce tracé sans laide de la

calculatrice.
(@
e Posons u: x— e* - x. u est dérivable et strictement positive sur R* et f = %-. Donc x — In(u(x)) est une
primitive de f, c’est-a-dire :
x—In(e* - x).
e SoitneN,
n n
Uy :f f(x)dx—f ldx
0 0
= [In(e*-x)]y - n
=In(e" - n)-1In(l) — n.
Donc:
vneN, u, =Ine" —n)—n.

& Une primitive est une fonction, il faut donc bien utiliser une notation fonctionnelle. On peut donc écrire x —
In(e* — x) est une primitive de f mais pasIn(e® — x) est une primitive de f .

(b) SoitneN,

u,=InE"1-ne"™)-n
=lnE"+Inl-ne ™ -n
=n+In(l-ne ™ -n

=In(l1-ne™

n

Or, par croissances comparées, lirP ne " =0donc:
n—+00

lim u;=In(1)=0.
n—+oo



