Révisions : Fonctions

I Dérivée et variations

1.1 Dérivabilité

Avant de dériver une fonction, il faut justifier sa dérivabilité. Sauf cas compliqués vus ultérieurement, on utilise le résultat
suivant :

—‘ Proposition 1

Soient D; et D, des parties de R.

e Soient f: D; — R et g: D; — R deux fonctions dérivables sur D;. Soient A, 1 € R.
Les fonctions A f + pg (combinaison linéaire de f et g) et fg (produit de f et g) sont dérivables sur D;.

Si, de plus, g ne s’annule pas sur Dy, la fonction = (quotient de f et g) est dérivable sur D;.
4

o Soient f: D; — Rune fonction dérivable sur D; et g : D, — R une fonction dérivable sur D, telles que pour
tout x € Dy, f(x)€ D;.
La fonction go f est dérivable sur D;.

Remarque : En pratique, on ne donne pas explicitement les fonctions f et g auxquelles on applique cette proposition. On se
contente de dire, "par combinaison linéaire de fonctions dérivables, la fonction ... est dérivable sur ..." ou "par opérations
sur les fonctions dérivables, la fonction ... est dérivable sur ..." ou "par quotient de fonctions dérivables dont le dénomina-
teur ne s’annule pas, la fonction ... est dérivable sur..." ou...

1.2 Calcul deladérivée

Pour calculer une dérivée, on utilise les résultats d’opérations sur les dérivées ainsi que les formules de dérivées usuelles :

—‘ Proposition 2

Soient D; et D, des parties de R.
» Soient f: D; — Ret g: D; — R deux fonctions dérivables sur D;. Soient A,u€R.On a:

(Af+pg) =Af'+ug'et(fg) =f'g+rg.
Si, de plus, g ne s’annule pas sur D;,ona:
([)’: f'g-rg
g g’

e Soient f : D; — R une fonction dérivable sur D, et g : D, — R une fonction dérivable sur D, telles que
pour tout x € Dy, f(x) € D;.0na:

(8o =f'xgof.




Formule 1

Fonction f:x— | Dérivée f': x— | Ensemble de validité
x" neN* nx" ! R
x", nez" nx" 1 R*

1 1
il _ R*
X x2
\/} L R+*
2Vx
exp x exp x R
1
Inx - R**
X
CcosXx —sinx R
sinx Ccos X R

En utilisant ces formules ainsi que la formule de dérivation d'une composée, on obtient :

Formule 2
Fonction Dérivée u dérivable a valeurs dans :
u", neN* | nu.u"! R
u,nez” | nuu'! R*
1 u'
- = R*
u u?
!
u
/u R+*
2\Vu
expou u'.expou R
!
u
Inou — R+*
u
cosou —u'.sinou R
sinou u'.cosou R
Remarque:

» En pratique, on n’écrit pas explicitement les fonctions auxquelles on applique ces formules, on fait le calcul directe-
ment sur la copie puis on simplifie.

« On fera attention a ne pas confondre f’ (fonction dérivée) et f’(x) nombre dérivé. On ne peut pas écrire f’(x) avant
d’avoir défini x.

> Exemple 1: Calculer la dérivée de :
L fiix— (x*-3x>+2)Vx2+4:

Ona:VYx€eR, x*+4>0, donc, par opérations sur les fonctions dérivables fi est dérivable surR. Soit x € R,

2% 433 —6x) (2 + ) +x(x* -3x%2+2)  x(Gx*+7x%-22
fl(x) = 4x>—6x)Vx2+4+ (x* —3x° +2) _ ! X )+ x( ) _ ).
2Vx2 +4 x2+4 x2+4



1
ex —e¥+1

2. X —
forx In(vx+1)

X — /X est dérivable sur R** et Vx € RY*, v/x +1 > 0 donc, par opérations sur les fonctions dérivables, f> est dérivable

surR ™. Soit x e R**,

(—x—lze% —ex)ln(\/E+ - (e% —ex+1) m

1oy —
L= In?(Vx+1)

3. f3:x— x3.cos(x) +sin?(e¥) :
Par opérations sur les fonctions dérivables surR, f3 est dérivable surR. Soit x € R,

fix) = 3x3.cos(x) — x> sin(x) + 2¢* cos(e”) sin(e”).

Remarque:
o Il ne faut pas oublier le "soit x € ....", avant d’écrire f'(x) =....

» Lobjectif est de réussir a calculer ces dérivées sans étapes intermédiaires de calcul. Si vous avez besoin d’en rajouter

au début, vous pouvez le faire au brouillon mais cela doit étre provisoire.

> Exemple 2: (A traiter)
Calculer la dérivée de :

3x+4
1. f1:x

2. xS IN(Xt 1) e [y i x— efo%* (—sin(x)\/ln(x4 +1)+

cos(x) cos(e®)

1ze3x+4
T (@ a2

fiix

4 3

X
2(x*+1)vVIn(x*+1)

2( — sin(x) cos(e*) — cos(x)e* sin(ex)) (€3% +4) =3 cos(x) cos(e¥) e~

. N
3. f3:x g e f3:x T )
In?(x) , 2In(x) (x* +3x% +2) — xIn? (x) 2x% +3x2)
A [ X o fiix— 1 TSR
Vxt+3x2+2 x(x*+3x2+2)
5. fy:x In(x)In(x+1) Iz (x+1D(x+2)In(x+ 1) In(x +2) + x(x +2) In(x) In(x + 2) — x(x + 1) In(x) In(x + 1)
e In(x+2) T 5 x(x+1)(x +2)In?(x +2)

1.3 Variations d'une fonction dérivable

Pour tracer le tableau de variations d’'une fonction, on utilise le résultat suivant :

—4 Proposition 3

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
e Si f'=>0sur I alors f est croissante sur 1.
e Si f' <0sur I alors f est décroissante sur I.
 Si f'>0sur I alors f est strictement croissante sur 1.
e Si f' <0sur I alors f est strictement décroissante sur I.

 Si f'=0sur I et ne s’annule qu’en un nombre fini de points alors f est strictement croissante sur I.
 Si f' <0 sur I et ne s’annule qu’en un nombre fini de points alors f est strictement décroissante sur I.

Remarque:
» Dans un tableau de variations, les fleches représentent toujours la monotonie stricte.

f:

» Ces résultats ne sont vrais que sur un intervalle. Par exemple, la fonction inverse

*
—

X —

R* avec f’ < 0 mais elle n’est pas strictement décroissante sur R* car f(-1) < f(1) et —1 < 1.

> Exemple 3: Etudier la fonction:
f: R - R
x — x*(x-D3

Par opérations sur les fonctions f est dérivable sur R. Soit x € R,

) =2x(x—13+3x2(x - 1? = x(x - D?2(x — 1) +3x) = x(x - 1)?(5x - 2).

=1~ 2

est dérivable sur



X —00 0 % 1 +00
X - 0 + + +
(x=1)2 + + + 0 +
5x-2 - - 0 + +
f'x) + 0 - 0 + 0 +
0 / +00
f e
—c0 55
Remarque:

 Leslimites qui ne sont pas des formes indéterminées n’ont pas a étre justifiées.

» Le tableau de variations montre que f est strictement croissante sur ] —oo, 0] et sur [%, +o0[ et strictement décroissante
sur [0, £].

e Les bornes des intervalles donnés au point précédent peuvent bien étre fermées car il s’agit un point (donc d'un
nombre fini) d’annulation de la dérivée.

« Il est faux de dire que f est strictement croissante sur ] —oo,0] U [%, +ool[. En effet, f(0) = f(%) et0< %

> Exemple 4: (A traiter)
Etudier les variations de :

1.
fl R+* N R
e*-1
X - —Inx
f1 est strictement croissante sur [1, +oo[ et strictement décroissante sur 0, 1].
2.

fz:[R—>[|-\°

f> est strictement croissante sur R.

II Continuité et théoreme des valeurs intermédiaires

2.1 Continuité

—4 Définition 1
Soit D une partie de R.
Soit f:D—RetaeD.
On dit que f est continue en a si et seulement si :

lim f(x) = f(a).

On dit que f est continue sur D si et seulement si f est continue en tout point de D.

Remarque :
« La continuité est avant tout est une notion locale : on étudie le comportement de la fonction au voisinage d'un point.

o Linterprétation de la continuité disant que "la courbe est obtenue sans lever le crayon" n’est vraie que sur les intervalles
. N e . fr R - R . A .
(parties de R "en un seul morceau"). Ainsi, la fonction inverse ; 1 estcontinue sur R* méme si on doit
X
"lever le crayon" en 0. Le point 0 pose un probléme de définition mais pas un probléme de continuité.
En pratique, on justifie la continuité d'une fonction par des opérations sur des fonctions continues. Il est vraie qu'une

fonction dérivable et continue mais il est inutile d’utiliser cet argument dans les cas pratiques.




—4 Proposition 4

Soient D; et D, des parties de R.
e Soient f: D; — Ret g: D; — R deux fonctions continues sur D;. Soient A, i1 € R.
Les fonctions A f + g (combinaison linéaire de f et g) et fg (produit de f et g) sont continues sur D;.

Si, de plus, g ne s’annule pas sur Dy, la fonction = (quotient de f et g) est continue sur D;.
4

» Soient f: D; — R une fonction continue sur D; et g: D>, — R une fonction continue sur D, telles que pour
tout x € Dy, f(x) € D,.
La fonction go f est continue sur D;.

Formule 3
Fonction f: x— | Ensemble de continuité
x", neN* R
x",nezZ" R*
Vx R*
exp x R
Inx R**
cosx R
sinx R

2.2 Théoreme des valeurs intermédiaires

\

Théoréme 1 : Théoréme des valeurs intermédiaires |

Soit I un intervalle. Soient f: I — R une fonction continue et a, b € I tels que a < b.
Soit y € [f(a), f(b)] ou [f(Db), f(a)], alors :

il existe c € [a, b] tel que f(c) = y.

Remarque : Le théoréme des valeurs intermédiaires est un théoréme d’existence et pas d'unicité.

—{ Proposition 5 : Généralisations du théoréme des valeurs intermédiaires }

e Soient a € RU {—oo} et b € RU {+o0} tels que a < b. Soit f :]a, b[— R une fonction continue admettant une
limite (finie ou infinie) en a et en b.
Soit y €] lim f(x), lim f(x)[ ou]lim f(x), lim f(x)[, alors:
Xx—a x—b x—b Xx—a

il existe c€la, bl, f(c)=y.

o Soient a € RU {—oo} et b € R tels que a < b. Soit f :]a, b] — R une fonction continue admettant une limite
(finie ou infinie) en a.
Soit y €] ,lciil,llf(x)’f(b)] ou [f(b)’,lcill,llf(x)[’ alors :

il existe c€]a, b], f(c)=y.

e SoientaeRet b e RuU{+oo} tels que a < b. Soit f : [a, b[— R une fonction continue admettant une limite
(finie ou infinie) en b.
Soit y €] lin}]f(x),f(a)] ou[f(a), linzf(x)[, alors :
X— X—

il existe c€ [a, b], f(c) =Y.




Corollaire 1 : Théoréeme de la bijection }

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur I, soient a, b € I tels que a < b.
Soit y € [f(a), f(b)] ou [f(b), f(a)], alors :

il existe un unique c € [a, b] tel que f(c) = y.

Remarque:

Ce résultat peut aussi étre appelé corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires.
Lhypothése de monotonie stricte permet d’obtenir 'unicité.
Le théoreme de la bijection se généralise de la méme facon que dans la proposition précédente.

> Exemple 5: Montrer qu'il existe ¢ € R* tel que :

e\ c2+9=5.

f: Rt - R
x = eP*Vx2+9. '
Comme exp est continue sur R et /. est continue sur R™*, par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur
lintervalleR*.
Ona:f(0)=3et lim f(x)=4o00,donc5€[f(0), lim f(x)I[.
X—+00 X—+00

Posons :

Ainsi d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe c € R* tel que f(c) = 5, c'est-a-dire :

e\ c2+9=5.

Remarque : Dans cet exemple, on n’a utilisé aucun argument de dérivabilité.

o> Exemple 6: Montrer qu’il existe un unique c € R\ {1,2} tel que :

1 1
(c-1)3  (c-2)5

Remarque:

Contrairement a 'exemple précédent, on demande 'unicité de la solution, il faudra donc utiliser un argument de
stricte monotonie. On prouvera la stricte monotonie par des arguments sur la dérivée mais ces arguments ne servent
pas a prouver la continuité.

R\{1,2} n'est pas un intervalle, on ne peut donc pas appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires sur cet ensemble.
11 s’agit par contre de la réunion de trois intervalles : ] — oo, 1[, |1, 2[ et 12, +ool.

f: R\{LL,2} — R
Posons : . U | .
* @-1D% T x-2p°
Par opérations sur les fonctions dérivables, f est dérivable sur R\ {1,2} et, soit x e R\ {1,2} :
3 5

f(x :_—(x—1)4 _—(x—2)6 <0.

Ainsi f est strictement décroissante sur]—oo, 1[, surll,2[ et sur]2, +ool.
Ona: lim f(x)=0 et f eststrictement décroissante sur]—oo,1[ donc:
X——00

Vxe€]—-oo,1[, f(x) <O0.

Ainsi I'équation f(x) = 0 n'a pas de solution sur] — oo, 1[.
Ona: lilll f(x) =0 et f est strictement décroissante sur]2, +ool donc :
X—+00

Vx €]2,+o00], f(x) <O0.

Ainsi l'équation f(x) = 0 n'a pas de solution sur12, +ool.

Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur U'intervalle]1,2[ et f est strictement décroissante sur]1,2].
De plus, )}LIIII+ f(x)=+occet x]lﬁIgli f(x) =—o0 donc0 €] xllﬁnzli fx), )CILI% FXL

Ainsi d’apres le théoreme de la bijection, il existe un unique c €]1,2[ tel que f(c) = 0.

Donc l'équation f(x) = 0 a une unique solution sur]1,2|.

Ainsi, U'équation f(x) = 0 a une unique solution sur R\ {1,2}, c’est-a-dire il existe un unique c € R\ {1,2} tel que :

L
(c-1)3  (c-2)5



Remarque:
e On a f’ < 0 mais on ne peut pas affirmer que f soit strictement décroissante sur R\ {1,2} mais seulement sur les
intervalles qui composent cet ensemble. On peut tracer le tableau de variations de f pour s’en convaincre.
» La non-existence de solution sur un intervalle ne nécessite pas d’argument de continuité car on n'utilise pas le théo-
reme des valeurs intermédiaires mais seulement un argument de monotonie.



