Programme de révisions :
vacances d’hiver

—‘ Séance 1:

oki G
x= Calculer une primitive de :

x—\/ x2Vx+x.

1+.,0%) 8 —x ‘v A uo ajqeLIea op Juawadueyp : UONN]OS
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. o Relire paragraphe I du chapitre 16 et bien revoir les équivalents usuels.
O Savoir calculer un équivalent.

+ exemple 1 du chapitre 16,
* exercice 2 du chapitre 16.

O Savoir calculer une limite avec un équivalent.

+ exemple 2 du chapitre 16,
* exercice 3 du chapitre 16.

O DMS: questions 1 et 2 du probleme 1.
= Probleme facultatif : questions 1 et 2.




—‘ Séance 2:

+ =
x= Résoudre:

¥y’ —4y'+4y="7sinx—cosx.
W3 1Y 4,2 (1 +XY) + XS0 + X UIS X : UONN[OS

/o O Apprendre les DL "avec du n!" : e*, cos x, sinx, chx et shx et écrire les DL en 0 de
* e* al'ordre 5,
* cosx al’ordre 6,
+ sinx al'ordre 5,
* chx alordre 3,
+ shx al'ordre 4.
O Relire le chapitre 15.
O Refaire les exercices sur les polynémes classiques :
* exercice 12 du chapitre 15 (polynémes de Tchebychev),
+ exercice 18 du chapitre 15 (polyndmes de Legendre).
O DMS8: questions 3,4 et 5 du probléme 1.

= Probléme facultatif : questions 3 et 4.

—‘ Séance 3:

_—
x= Résoudre I'équation d'inconnue z€ C:

(Z>+4z+ 1%+ Bz+5)% =0.
14+1-12+€—1—1—‘1Z—€— : uonnjos

/o O Apprendre les DL "avec du n" : In(1 + x), In(1 — x) et Arctan x et écrire les DL en 0 de
In(1 + x) al’ordre 3,
In(1 — x) al’ordre 2,
Arctanx al'ordre 5,
e* al’ordre n,
* sinx al’ordre 2n + 2.
O Relire la partie II du chapitre 16.
O Savoir faire une combinaison linéaire de DL :
+ exemple 4 du chapitre 16.
O Savoir faire un produit de DL :

+ exemple 5 du chapitre 16,
+ exemple 6 du chapitre 16.

O Préparer I'exercice 9 du chapitre 16.
O DMS8: question 1 a,b et ¢ du probléeme 2.
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<= Probleme facultatif : question 5.




—‘ Séance 4 :

x= On pose:

S = =
i

Calculer A" pour neN.

NS o~
- O

0
0| =,V : uonnjog
I
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/o O Apprendre les DL "sans rien" : ——, —— et tan x et écrire les DL en 0 de

CT-x’ T+x
ﬁ al'ordre 3,
T
iy alordre 5,
tan x al’ordre 5,
cosx al'ordre2n+1,
Arctanx al’ordre 2n +1,
In(1—x) al’ordre 2n.
O Relire la partie II du chapitre 16.
O Savoir faire une composition de DL.
+ exemple 7 du chapitre 16.
O Savoir faire un quotient de DL.
+ exemple 8 du chapitre 16.
O Préparer I'exercice 10 du chapitre 15.

O DMS8: question 1 d et e du probleme 2.
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e. Probléme facultatif : question 6.

—‘ Séance 5:

x= Calculer la dérivée n-ieme de :
fix— (x> —x+2)e”.

(@ +Ug— U)+X(I - UT) + ,X) = (X) ,,y/ : uONNIOS

/ O Apprendre le dernier DL : (1 + x)® et écrire les DL en 0 de
v 1+ xalordre 3,
x (1 + x)% ?a’l’ordre 6,
* (11”)2 al’ordre 2,
* Ty alordre n,
x shxal'ordre 2n +2,
+ tanx al’ordre 4.
O Relire le chapitre 15.
O Savoir utiliser les racines d'un polynome :
* exercice 23 du chapitre 15,
+ exercice 28 du chapitre 15.

O DMS8: question 2 et 3 du probléme 2.

*

= Probléme facultatif : question 7.




—‘ Séance 6:

k=
x= Soit n € N*, calculer la somme double :

S= ) +).

l<i<j<n

/ O Test sur les formules de DL : écrire les DL en 0 de
1 sy

THs a} ordre 3,

cosx al’ordre 5,

shlx al’ordre 5,
T al’ordre 2,
(1+ x)3 al’ordre 42,
tanx al’ordre 4,
In(1 —x) al’ordre 4,

x Arctan x al’ordre 3.
O Relire II1.1 du chapitre 16.
O Savoir primitiver un DL :

+ exemple 9 du chapitre 16,
+ exemple 10 du chapitre 16.

O Savoir calculer une limite en utilisant un DL :
+ exemple 11 du chapitre 16.
O Préparer les exercices 16 et 20 du chapitre 16.
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Probleme facultatif : Révisions d’analyse

Lobjet de ce probleme est d’obtenir quelques résultats a propos de I’équation fonctionnelle :
VxeR, f(x) = f(g(x)).

La fonction g, qui est continue de R dans R, est ici donnée et on cherche 'ensemble £(g) des fonctions f continues de R dans
R vérifiant la relation précédente.

Dans la partie I, on traite le cas ol g(x) = ax+ b avec a, b réels. Dans la partie II, on démontre, sous certaines hypothéses,
que £(g) peut se réduire aux fonctions constantes. Enfin dans la partie III, on traite les cas o1 g(x) = x* et o1 g(x) = e*.

PARTIE I
Les fonctions continues vérifiant f(x) = f(ax + b)

Pour tout couple (a, b) de R? tel que |al # 1, on pose ici :
VX €ER, gop(x) =ax+b.

On se propose alors de déterminer I'ensemble £(g, ;) des fonctions continues de R dans R vérifiant larelation: Vx e R, f(x) =
f(gap(x), cCest-a-dire: VxR, f(x) = f(ax+ b).
1. Etudedu cas|al <1
On considere ici la suite de premier terme xy = x, ol x est un réel quelconque donné, et définie par la relation de
récurrence x,.1 = ax, + b ou le réel a vérifie |a| < 1.
(@) Soit n €N, déterminer I'expression de x, en fonction de a, b, x et n.
(b) Etudier la convergence de la suite (x,).
(c) Vérifier, si f € £(gq4,p), quon a f(x,+1) = f(x,) pour tout n e N.
En déduire, si f € £(g,,p) avec lal <1,quona:VxeR, f(x) = f(%).
(d) En déduire les fonctions appartenant a I’ensemble £(g, ) lorsque |al < 1.
2. Etude du cas|al > 1

(a) Etablir (si a # 0) 'équivalence des deux relations suivantes pour f continue de R dans R :

b
(1) VxeR, f(x)=f(ax+b) ; (2) VxeR, f(x) =f(g - 5)
(b) En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble £(g, ) lorsque |al > 1.

PARTIE II
Deux cas ou1 les solutions de f(x) = f(g(x)) sont constantes

3. Etude des points fixes de la fonction g lorsque |g’| <K<l
On suppose ici que la fonction g est de classe C! de R dans R et vérifie 'hypothese (H) :

Il existe un nombre réel positif K < 1 tel que Vx € R, |g'(x)| < K.

(a) Etablir, al'aide de I'inégalité des accroissements finis, qu’on a pour tout réel x :
g0)-Klxl=gx)=g(0)+K]lx|.

(b) En déduire les limites de la fonction x — g(x) — x quand x tend vers +oco et vers —oo.
(c) Etudier enfin le sens de variation de la fonction x — g(x) — x et en déduire qu'’il existe un unique point fixe de g,
c’est-a-dire un unique nombre L tel que g(L) = L.
4. Etude de l'ensemble £(g) lorsque |g'| <K <1
On garde les hypotheses et les notations de la question précédente (on a donc g(L) = L), et on considere la suite de
premier terme xo = x, ou x € R, et définie par x,+1 = g(xy).
(a) Montrer que la suite (x,) converge vers L.
(b) Montrerquesi fe£(g),ona:VxeR, f(x)= f(L).
(c) En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble £(g).
5. Etude de 'ensemble £(g) lorsque |g'| = K > 1
On suppose ici que la fonction g est de classe C' de R dans R et vérifie 'hypothese (H/) :

Il existe un nombreréel K > 1 tel que : V x € R, |g’(x)| >K.



(a) Montrer que g’ ne change pas de signe sur R, et qu’on a nécessairement :
* ou bien g est strictement croissante sur Retlimg = —oco et lim g = +o0o,
—00 (o.0]

e ou bien g est strictement décroissante sur R et lim g = +oo et l+irn g=—o0.
—00 (o 9)

(b) Montrer que g admet une fonction réciproque g~!, définie, continue et dérivable de R dans R.
Exprimer (g‘l)l (x), et montrer que ‘(g‘l)/ (x)‘ < % pour x € R.

(c) Montrer que f € £(g) si et seulementssi f € £ (g™!), et en déduire £(g).

PARTIE II1
Les fonctions continues vérifiant f(x) = f (x2) et f(x)=f(E")

6. Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f(x?)

On suppose dans cette question que g(x) = x?, de sorte que £(g) désigne donc I’ensemble des fonctions continues de
R dans R telles que : Vx € R, f(x) = f(x?).
On considere la suite de premier terme x( = x, ou x est un réel strictement positif donné, et définie par la relation de
récurrence X,+1 = /Xy.

(a) Montrer que g ne vérifie ni ’hypotheése (), ni ’hypothese (H')

(b) Pour tout entier naturel n, vérifier que x,, = x172",

En déduire la convergence de la suite (x,,), et préciser alors sa limite.
(c) Etablir, si f appartient a £(g), quon a f(x,+1) = f(x,) pour tout 7 € N.
(d) En déduire les fonctions appartenant a I'ensemble £ (g) lorsque g(x) = x°.

7. Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f(e¥)
Dans cette derniere partie, on cherche des fonctions non constantes f appartenant a £(exp), qui est I'ensemble des
fonctions continues f: R — R vérifiant: Vx e R, f(x) = f(e¥).
(a) Si f e &(exp), vérifier que f(0) = f(1).
(b) Si feE(exp) etsix <0, vérifier que f(x) = f(e*) ol e* € [0, 1].
(c) On considere la suite (x;) définie par xo = 0, puis x,+1 = e pour tout n € N.
— Etablir que x,,41 = X, + 1, puis montrer que (x,) est strictement croissante et lim x,, = +oo.
— Etablir que la fonction logarithme induit une bijection de 1 x,,11, X512] SUr 1x;, Xn11).
—Si f € £(exp), en déduire que : VX €]x,41, Xp+2], f(x) = f(n(x)) ol In(x) €]xp, Xp+1].
(d) Etant donnée une fonction continue ¢ :10,1] — R vérifiant la condition ¢(0) = ¢(1), vérifier qu’il existe une et une
seule fonction f € £(exp) qui coincide avec ¢ sur [0,1].
En déduire I'ensemble & (exp).



