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Probléme 1: Les urnes de Polya

On fixe un couple d’entiers (b,r) € N* x N*. On suppose que 1'on dispose d'un stock illimité de boules blanches et de
boules rouges et on consideére une urne contenant initialement b boules blanches et r boules rouges indiscernables au tou-
cher. On procede a des tirages successifs dans cette urne en respectant a chaque fois le protocole suivant :

1. sila boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans I'urne et on ajoute une boule blanche supplémentaire;

2. silaboule tirée est de couleur rouge, on la replace dans I'urne et on ajoute une boule rouge supplémentaire.

Le premier objectif de ce probleme est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du n-iéme tirage.

Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant dans 'urne a I'issue du n-ieme tirage
dans un cas particulier.

Pour tout n € N*, on désigne par X, la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée au n-ieme tirage est blanche, 0 si la
boule tirée au n-iéme tirage est rouge. On considére également la suite de variables aléatoires réelles (S;) ,cn définie par :

n
So=bet¥neN*, S,=b+ ) X;.
k=1

Partie I - Préliminaires

1. Déterminer laloi de Xj.
2. Déterminer la loi conditionnelle de X, sachant]’événement (X; = 1). En déduire la loi de X5.
3. Soit n € N. Que représente la variable aléatoire S, ? Quel est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire S;, ?

Partie Il - Laloi de X,

Dans cette partie, on consideére un entier n € N*,
4. Pour tout k € [b,n+ D], calculer P(X,,+1 =1|S;, = k).
5. Al'aide de la formule des probabilités totales, justifier que :

E(Sn)

PXpi1=1)= ———.
b+r+n

6. Montrer par récurrence que X, suit la loi de Bernoulli de parameétre % pour tout n e N*.

Partie III - Laloi de S,, dans un cas particulier

Dans cette partie uniquement, on suppose que b =r = 1 et on considére un entier n € N*,
7. Exprimer I'événement (S, = 1) avec les événements (X = 0) pour k € [[1, n]].
8. Montrer que P(S;,=1) = 1

n+l’

On admet dans la suite que 'on a de méme P(S, = n+1) = -

e+l
9. Soit (k,#) € [[1,n+ 2] x [[1, n+1]. Calculer la probabilité P(S,+; = k|S,, = £) dans chacun des trois cas suivants :

(D)0 gik—1,k}, (il=k-1, (iii) € =k.

10. Montrer que pour tout k € [2,n+1]], on a la relation :

PSy=k = "tps,=k-1+ 2 pis, = n)
ntl = =T = niz Lot

11. Montrer par récurrence que S, suit la loi uniforme sur [[1,7 + 1] .



Probléeme 2 :

On désigne par N* I’ensemble des entiers naturels non nuls. Pour tous k, n dans N*, on note

Se(m) =Y i*.
i=1

On pourra utiliser le fait que : Sp(n) = 2HEED,

1. Soit k dans N*. Justifier que la suite (#Sk(n)) . Converge vers g

Si X est une variable aléatoire a valeurs dans une partie finie de N, on note E(X) son espérance et V (X) sa variance. Soit N
un entier naturel supérieur ou égal a 2.
2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [[1, N]|. Démontrer que
N
EX)=) P(X=z1i).
=1

i=

On dispose d'une boite dans laquelle sont placés des jetons indiscernables au toucher numérotés de 1 a N. Soit k un entier
naturel = 2. On tire k fois de suite un jeton dans cette boite. On note son numéro et on le remet dans la boite. Les tirages sont
indépendants les uns des autres. On note X; la variable aléatoire qui prend comme valeur le numéro du jeton du i®™® tirage,
pour i dans [[1, k]|. On suppose que la loi de X; est uniforme sur [[1, N]|. On note Uy et Vi les variables aléatoires :

Uy = min(X,..., Xx) et Vi = max(Xy, ..., Xp).

3. Exprimer E(X;), E(Xlz) et V(X;) en fonction de N.
4. Soit k dans N* supérieur a 2.
(@) Soitie€ [[1,N].Justifier que:

N

(b) Exprimer E(Uy) en fonction de N al’aide de la fonction Sy introduite au début de I'exercice. Donner un équivalent
de E(Uy) lorsque N tend vers +oo.

 (N-i+1)\k
P(UkZL)z(—) )

5. (@) On introduit les variables Y; = N +1 - X;, pour i dans [[1, k]|. Justifier que les variables Y1, ..., Y sont indépen-
dantes et de méme loi. Préciser cette loi.
(b) En déduire E(V}) et V(Vi) en fonction de E(Uy) et V(Uy).

6. (a) Si X estune variable aléatoire a valeurs dans [[1, N}, démontrer que :

N
E(X* =Y i-DP(X=1i).
i=1

(b) Exprimer E( U,%) en fonction de N al’aide des fonctions Sy et Sy, introduites au début de 1'exercice.
(c) Exprimer V(Uy) en fonction de N al’aide des fonctions Sy et Sy introduites au début de I'exercice.
(d) Donner un équivalent de V(Uy) lorsque N tend vers +oo.



