Probleme 3 : Une relation de récurrence non linéaire

1. ¢ Supposons (u,),>1 constante égale a C € R. Alors :

C2
vneN*, C=—

S

Donc C =0, ainsi :

* Réciproquement, si a = 0 alors, il est clair que :
vneN*, u,=0

Donc (u;,) est constante.
o Ainsi la suite (u,,) est constante ssi a = 0.

2. Ona:
Iim wu,1=1
n—+oo
lim 2 =1%€eR
n—+oo
donc:
2
lim —2% =0.
n—+oo /1
Ainsi: )
* ul’l
VneN", Uy = —.
vn
Ainsi, par passage alalimite, ona:
[=0
3. e Soit ne N*,
u? u

Or:

Donc:

Ainsi (u;) est croissante.
e Ona:

lim 1= +oo,
n—+oo

donc, par minoration :
lim u, =+oo.

n—+oo
4. (a) e Pourn=k,ona,parhypothese:
U < \/%
¢ Soit n = k, supposons que u, < y/n, alors :
2 2
u (Vn)
Un+1 = \/_% < vn =vn
Donc:
Upyr1<Vn+ 1.

¢ On a donc prouvé par récurrence que :
Vnz=k, u,<vn.



(b) SoitneN* =k,

Or:

etil est clair que u, = 0. Donc:
Upe1— U <0

Ainsi (uy,) ;> est décroissante.
(c) Lasuite (uy) > est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente.
Ainsi (u,) est convergente et, d’apres la question 2 :

(up) converge vers 0.

5.  Soit k e N*, supposons a # 0, alors u, >0 et u,+; > 0.
Donc:

1
Inugiq =21nuk—51nk

On a alors :
Inugyy  Inug  Ink
2k+1 - 2k - 2k+2
e Posons pour tout k € N*, v = h;c”“. Ona:
. Ink
VkeN ’Uk'H_Uk:_ﬁ
e SoitneN*\{1},ona:
n-1 n-1 Ink
Y Wk —v)=—) 2
k=1 k=12
Or:
n-1
Y Wk —vi) =va—11
k=1
Donc: .
" Ink
Un=0V1— Z ij
k=1
Ainsi :
Inu, Inwu "Z'Ink
on 9 = 2k+2
Donc: .
! Ink
_on-1 _
Inu,=2"""Ina kz_:l Py
D’olu
=l Ink
— n-1 _
Uy =exp (2 Ina Z k+1_n)
Donc: -
a2
Un = n-1 Ink
n
oy 2]
k=1
« Onremarque que cette expression est également valable pour 7 = 1 et pour a = 0, on adonc, dans tous les cas :
azn—l
vneN*, up= ————
=l Ink
€Xp kzl 2k+1-n

6. (a) 1i. SoitneN*,

1
Sn+1—Sn=W1n(n+2) =0

Donc (s;)>1 est croissante.



ii. Par croissances comparées :
In(n+1)

m — =
n—l>+oo (\/E)n

CommeO<1,0ona:
In(n+1) -

ANeN*,Vn=N,——— <
W2

iii. Soitn =N,

N=lln(k+1) In(k+1)

In(k+1) & (V2)k
I

IA

IN
+

IA
+

N-lln(k+1) 1

Comme la quantité Z - + = (‘/E)l , 1a suite (S,) ;=N est majorée.
o 2kt 21-—=

. . . . z (\/E)
Ainsi (s,) =1 est croissante et majorée.
Donc (S,) =1 est convergente.
(b) e Si(uy) est convergente, alors, d’apres la question 2, (1) converge vers 0, donc il existe k > 2 tel que uy < 1.
o S’il existe k > 2 tel que ui < 1, alors ux <1< Vk.
Donc, d’apres 4.(c), (u,) est convergente.

() o SoitneN*,

n-1
a2

tn = =1 Ink
€xp Z k+2—-n
k=12

n-1
aZ

=2 n(k + 1))

exp Z

<o 2k+3-n

n-1
aZ

n-2 ln(k+1)]

n-2
2 2k+1

exp

k=0
-1

n
az

exp(Zn_2 Sn_z)

2n—1
a
(GXP[Sn,g/Z))
e Sia<exp(W/2).
Comme nhI-P exp(Sy—2/2) =exp(W/2),ona:

lim = a <1
n—+oo exp (S,-2/2) exp(W/2)

. a . .
Soitr € ] PV 1 [, alors il existe N e N tel que :

a
VYVn=N,0<—<r
exp (Sp-2/2)
Donc: .
VnzN,Osunsr2
Or:

. n-1
lim r?" =0
n—+oo

Donc (u;,) converge vers 0.
¢ Si(uy) est convergente.

Alors il existe k > 2 tel que uy < 1. Donc :

k=1

o)
_ <1
exp (Sx-2/2)



D’ou:
a
— <1
exp (Sg-2/2)
Ainsi :
a<exp(Sk-2/2)

Or, comme (S;,) est croissante, Sy_, < W, ainsi :
a<exp(W/2)

o Lasuite (u,),>1 est donc convergente si et seulement si a < exp %, ou W= lim §,.
n—+oo



