Probleme 2 : Matrices magiques

1. Posons MV = (a;)ie1,n) € Mn,1 (R) et MTV = (b)) je1,n) € M1 (R).

Soitie[1,n]],ona:
n

n
ai=) mijl=) mjeth; —Zmul—zmu
=1

j=1 j=1 j=1

n n
M semi-magique ssido (M), Vi€ [1,n], Y m;j=0c(M) et ) mj;=0(M),
=i =
ssido(M),Vie[l,n], a;=c(M)etb; =oc(M),
ssi do (M), MV:U(M)VetMTV:U(M)V,

ssi V est un vecteur propre de M et M T associé ala méme valeur propre.

2. (@ e Soit M=(m;j)€SMy,soit N = (n;,;) € SMy. Posons g (AM + uN) = Ao (M) + o (N).
Soient i, j € [[1, n]],

n n n
Y Amyj+uni ) =AY mi;+p ). nij=Ac(M)+puo(N)=oc(AM+uN).
j=1 j=1 j=1

n n n
Y Amj+puni ) =AY mij+py nij=AcM)+po(N)=0(AM+uN).
i=1 i=1 i=1

Donc AM + uN € SM,,.

e Soit M = (m;,j) € MGp, soit N = (n;, ;) € MGy,. Posons 0(AM + uN) = Ao (M) + po (N). D’apres le point précé-
dent: AM + uN € SM,,.
Soiti € [[1, n]],

n n
trAM+uN) =AY m;;+p) ni;=Ao(M)+ po(N) = oc(AM + uN).
i=1 i=1

Z Am;j+unij)=2 Z mi i+ Z nj,j

i,jell,n],i+j=n+1 i,jell,n],i+j=n+1 i,jell,n],i+j=n+1

= Ao (M) + o (N) = 0 (AM + uN).

Donc AM + uN € MGy,.
(b) Soit M = (m;, ;) € SMp, soit N = (n; ;) € SMp,.
Posons MN = (a;,j).
Ona:Vi,jell,nl, a;; =ZZ:1 m; N, j.
e Soiti€e[1,n],

Il MS

n n n
m; g Ni,j = Z mij i (Z nk,j) = Z m; 0 (N) = o(M)a(N).
k= = k=1

o Soit j € [[1,n]],

i M:

n
mi,knk,j = kzl (nk] Z; m; k) = kz ng,jo(M) =o(N)o(M).
= i

n n
Dongc, en posant 0(MN) = o(M)o(N), ona: Vi€ [1,nl, ) a;j=0c(MN)etVje[l,nl], Y a;j=0(MN).

i=1 j=1
Donc M N est semi-magique.
3. e Posons o(E) = n.
n n
- Soitie[[L,nl, Y e ;= Z =n=o0(E).

n
- Soit j € [[1,nl, Ze,-,j=21=n:o(E).
i=1 i=1



- tr(E) = Ze”—Zl—n o(E).
- Z el]—ZemH,—Zl—n o (E).

i,jell,nl,i+j=n+1 i=1 i=1
Donc E est magique.
* - Pourp=1,EP=E=n" E.
- Soit p € N*, supposons que EP = nP~'E.
Alors EP*! = EP E = nP~'E? = n?~'.nE = nPE.
— Ainsi, par récurrence :
Vp=1,E’ =nPlE.

4. Soit M = (m;,j) € SM,.

> ei,kmk]) (Z mk]) =(o(M)) = (M)E,

n
ME= (Z mi,kek]) (Z m; k) =(@(M)=a(M)E.

Donc:
EM=0(M)E = ME.

5. (@ e Sic ;é 0, M3+ aM? + bM + cI3 = 0. Donc M® + aM? + bM = —cIs. Ainsi M(M? + aM + bI3) = —cI3. Donc
M= (M? +aM + bI3)) = I.
A1ns1 M est inversible (et M~} = =L (M? + aM + bI3)).
e Onao(M) =tr(M) =0, donc d’apres la question précédente EM = 0, ainsi EMM™'=0dou E=0ce qui est
absurde. Donc: ¢ =0.
e Onac=0eta=—tr(M)=0.Donc M3+ bM=0.
Posons A = —b, alors : M3 = A M.
e Montrons que: Yp e N, M?PT1 = AP M.
- Pour p=0, M?P*' = M = AP M.
— Soit p € N, supposons que M?P*™1 = AP M.
Alors :
MZ(p+l)+1 _ M2p+1 M2 (/V)M) M2 ApM?) Ap AM = /1p+1M
— Ainsi, par récurrence : Vp € N, M2P+1 = AP M.,
o Comme M est magique, alors, pour tout p € N, M?P*1 = 1P M est magique.
Donc pour tout entier p impair, M est magique.
(b) e Ona:MP= (Mo + %tr(M)E)p. Or, d’apres 4. EM = ME donc MyE = E M), ainsi, d’apres la formule du bin6me

de Newton :
1 p=k
S

p-1 1
——tr (M)PFMGEPF =Y P | —uon?*nP  MEE+ MP.
rl k 3p—k 0 0

e Montrons que : Yk e N, MkE o(My)XE.

- Pour k=0, M\E=E= U(Mo)kE
- Soit k € N, supposons que MkE o (My)*E.
Comme M,E€ SM,,,ona: Mo € SM,, donc :

MEVE = ME.MoE = 0(My) MEE = 0(My).0 (Mp)*E = (M) E.

— Donc, par récurrence: Yk eN, Mé‘E = O'(Mo)kE.
e Ainsi:

MP = Z ( ? )Ltr(M)P Pkl (M) E + M.

Lt (M)P K nP=*=1 5 (M) ¥ E est magique.

p-1
+ Comme E est magique, alors Z ( P )
k=0 3pk

e M, est magique et tr (M) = tr (M) — —tr(M) tr(E) = tr(M) — —tr(M) 3 =0, donc, d’apres la question précé-

dente, M, P est maglque pour p 1mpa1r
¢ Ainsi, si p est impair, M” est magique.
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(b) e« Pour p=0,posons ay=0et by=1,alors AP =1y =a,A+byls.
+ Soit p €N, supposons qu'il existe deux entiers positifs a,, et b, tels que : AP = ap, A+ by 14.

AP = AAP = apA* + bpA=ay(A+2Iy) + b, A= (ap+bp)A+2a,ls.

Posons ap.1 = ap + by, et by, = 2a,. Alors a4 et by sont deux entiers positifs tels que APl = ap1 A+
bp1B.
« Dong, par récurrence,pour tout p € N, il existe deux entiers positifs a,, et b, tels que : AP = a, A+ by,Id.

(c) Soit p =2, supposons A” magique. Alors, comme A est magique, AP — a, A est magique. Donc by, 14 est magique.
Orap=0,bp=1,a1=1,b1=0eta=1>0,b,=2>0.Deplus:VpeN, ap1 = ap + by et by, = 2a,, donc, par
récurrence immédiate: Vp = 2, by, > 0.

Ainsi I est magique, ce qui est absurde.
Donc AP n’est pas magique.



