Probleme 1 : Autour du théoreme de Césaro

(@ e Pourn=2,x=% 2 donc0< xp < 1.
e Soitn=2, supposons que 0 < x, < 1. Alors:

Xn(14+xp)
Xpy1 = —— > 0.
1+2x,
et:
Xn(A+x,) - (1+2x,) . x2—xp—1

Xpr1—1= =
1+2x, 1+2x,
2 1+\/_

Or le discriminant associé a x

Or.T‘/_<0<xn<1<%—donc.x%—xn—l>0,a1n51xn+1—1>0.

Donc:0< x,41 <1.
e On a donc prouvé par récurrence que :

—x—1=0est A=5etsesracines sont

Vn=20<x,<l.

(b) Soit neN*,
Xp(L+X,) = x,(14+2x,)  —X5

1+2x, T 1+2x,

Xn+l—Xn =

Donc (x,,) nen+ st décroissante.

(c) e Lasuite (x;) est décroissante et mlnoree Par 0 donc (x,) converge vers [ € [0, 1].

o Par passage a la limite, on a donc: 1= 5D 1+21 Or:

11+1 1+1
] = (a+ )©l=00u1=L@l_00u1+21—1+l©l—0.
1+21 +21

Donc (x,) converge vers 0.
(d) Soit neN*,
1 1 1+2x, I 1+42xp-(0+x,) 1

Xne1  Xn  Xp(L+Xxp) xn  xp(+x,)  xp+1
(e) Comme limux, = 7 =1
Ainsilim u,, = 1.
(f) o SoitneN*,
D I, 1
_ng _ng(xkﬂ xk)

Donc, par sommes télescopiques :

1( 1 1)
Up=— -—.
n\xp1 X

e Comme lim u; = 1, par théoréeme de Césaro, limv,, = 1.
s * . _ 1 _1
Or, soitneN*,ona: v, = T T ne
= vy + 2, ainsi: lim —L - =1donc lim nxy.1 = 1.

Or lim xnff =0,doulim(n + l)xnﬂm: 1.
Ainsi :

lim nx,=1.
n—-+oo

(a) Posons ! =limxj,, alorslim(x,41 —x,)=1—-1=0
Donc la suite (x,+1 — X) nen+ converge vers 0.

(b) i. Posons:VneN*, u, = X,+1 — Xpn.
Alors, comme limu,, = [, on a, d’apres le théoreme de Césaro : lim v,, = [.
Or, soit n € N*,

=— Z (Xg+1— %K) = —(xn+1 —X1),
n =1

par somme télescopique.
Ainsi : lim %(xnﬂ -x1)=1
Orlim3! =0, d’oil lim #25 = ],
De plus, lim 5
Donc:

L =]

l

lim— = 1.



ii. SoitneN*, ona:x,=3%.n.
Orlim 3 =1 #0etlimn = +oo donc:
+oo Sil>0

e

iii. Posons:VneN*, x, =Inn.
Soit n e N*,

1
Xps1—Xp=In(n+1)—In(n) =1ln (1 + -

Donc lim(x,4+1 — x,) = 0 et (x,) diverge.
Ainsi, dans le cas ot I =0, la suite (x;),en+ N'est pas nécessairement convergente.
(@) SoitneNN,

-1+(=D" -1+ (-

v—li(—l)k—l
ne “n o 1-(-1) 2n

n =1

Ainsi, comme (—1+ (—1)"*!) est bornée et lim ﬁ =0,ona:
limv, =0.

(b) Ona (v,) qui converge et (1) qui n'a pas de limite. Ainsi la réciproque du théoréme de Césaro est fausse.
(a) Soit n e N*, comme (u;) est croissante, on a:

2n 2n
Youp= Y upy=Qn—m+D+Dupsy = nlipy.
k=n+1 k=n+1

(b) Soit neN*,

1 2n 1 2n n 1
Upt1 = — Z U = — Zuk_zuk == (2nva, —nvy) =2v2p — Up.
M f=n+1 n\k=1 k=1 n

() e« (vp) est convergente donc bornée, ainsi (2v2, — v,) est bornée. Donc (1) est majorée.
¢ (uy) est croissante et majorée donc (i) converge.
e Posons [ =lim u,, alors, d’apres le théoreme de Césaro, limv,, = [ donc:

limu, =limv,.

(d) Onamontré que si («,) est croissante, alors la réciproque du théoreme de Césaro est vraie.



