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1 Calcul algébrique

1. Soitx€R*,ona:

Equations et inéquations diverses
1 1 1 1 1 1 1 b-a ab
—_—t e === — = S X =
x b a x a b x ab b—a
ab

2.

Ainsi I’équation a pour unique solution : x =

(a)

(b)

(@)

(b)

(a)

(b)

b-a
L'exponentielle étant définie sur R, I'inéquation a un sens sur R.

Soit x € R, comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, on a : e
Donc:

2x—1 2

x2
o 2x—-1<x°.

<e

2x—1 X

Al e o 0< P —2x+100< (x—1)2

Orona(x—12=0et(x—1)%=0ox=1.
Donc l'ensemble des solutions est : R\ {1}.

Le logarithme népérien est défini sur R**, 'inéquation a donc un sens si et seulement si 1 —2x >0 et x+2 >0 et
2x%+x+3>0.

Or, le discriminant associé 2 2x%2+ x+3=0est A=1-24 = —23 <0 donc 2x% + x + 3 est de signe constant sur R et
comme, pour x = 0, 2x? + x+3 =3 > 0, alors pour tout x € R, on a: 2x> + x +3 > 0.

Deplus1-2x>0etx+2>0sietseulementsi -2<x< >

|
-2,—|.
2

In(1-2x) +In(x+2) =InRx*+x+3) ©In((1 -2x) (x+2)) =In@2x* + x+3) & In(-=2x*> =3x+2) = In(2x* + x + 3).

Donc I'inéquation a un sens pour x €

1
Soit x € —2,5 ,ona:

Comme la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R**, on a:

In(1-2x)+In(x+2) = InQ2x> +x+3) © —2x° -3x+2>2x° +x+3© 024x* +4x+1 © 0= 2x+ 1)°.

1
Or, on a toujours (2x+1)2 > 0 et (2x +1)?> = 0 si et seulement si x = -5

1
Comme —% €]-2, % [, l'inéquation a pour unique solution : x = — 3

SoitxeR,ona:
[2x-5]<13© -13<2x-5<13 -8<2x<18e -4<x<9.

Donc, I'ensemble des solutions de I'inéquation est :]—4, 9.

SoitxeR,ona:
7
|3—4x|217©3—4x2170u3—4xs—17@—1424x0u2054x©—52x0u55x.

Dong, I'ensemble des solutions de I'inéquation est :]—oo, —%] U [5, +ool.

Léquation a un sens si et seulement si 2x? + x + 1 = 0. Or le discriminant associé a 2x> + x +1 = 0 est
A=1-8=-7<0,donc 2x2+x+1estde signe constant sur R, comme pour x =0, 2x%2+x+1=12 0, alors pour
tout x€R, 2x%+x+1=0.

Donc I’équation a un sens sur R.

Soit x € R.

e Six<-1,alorsx+1<0,0rvV2x2+x+1=0,donc vV2x2+x+1#x+1.
e Six=-1,alorsx+1=0etVvV2x2+x+1=0donc:

V2x2+x+1=x+12x%+x+1=(x+1)? o 2x%+x+1 = ¥’ +2x+1 o x’—x=0o x(x—1) =0 x=0ou x = 1.
Comme 0= —-1et1=-1,les solutions de I’équation sont 0 et 1.

4 2 2
Léquations a un sens si et seulement si 3x2—4>0et1-2x>0.0r3x*-4=0o x* = 3 = (xz —ouxs-——

, V3 V3
5

2 1 2
etl-2x=z0ex=< % De plus —— < - = —, donc ’équation a un sens pour x €

V3 2 V3
,comme V3x2—-4=0etv1-2x=0,0na:

—00, —

Soit x € |—o00,——

V3

V3x2—4=V1-2xo3x*-4=1-2xo3x>+2x-5=0.



+8 5
Or le discriminant associé 4 3x2+2x—5 = 0 est A = 4+ 60 = 64, ses racines sont donc : 5 c’est-a-dire 1 et ~3

5 2 5 2
Or 1> —-=< donc x = 1 n’est pas solution de 'équation. Bt —— < —— & = > — @ 5v/3 > 6 < 75 > 36. Comme
5 2
75=36,onabien —— < ——.
3 V3

Ainsi I’équation a pour unique solution x = ——

5. Le discriminant associé a x2 +2mx+1=0est A =4m? —4 =4(m?-1).

e Sim = =1, alors A =0, donc I'’équation admet pour unique solution, x = —m.

—2m+2vVm? -1
e Sim>1oum<-1,alors A > 0, donc les solutions de I'équation sont x = ————— = —m+ vV m? -1 et

2
_ —2m-2vVm?-1
a 2
e Si—-1<m<1,alors A <0, doncl"équation n'admet pas de solution réelle.

=-m-vVm?-1.

Des inégalités

1. Soient x,y € R.
Ona: (x—y)? =0, ainsi x> —2xy + y*> 2 0, d’ol1 x*> + y?> = 2xy ce qui est le résultat demandé.

2. Soit x € R**. En appliquant le résultat précédent a /x et

\/lz,ona (Vx)? +(\/_) _2\/_\/_ oux+%>2

3. (a) Enappliquant le résultat de la question 1.2 /a et Vb, ona: (va)? + (Vb)?=2ya.vb, dott a+ b =2V ab.

(b) Ona:a+b=2vabet, enraisonnant de méme: a+c =2+/ac et b+c = 2V bc. Toutes ces quantités étant positives,
on obtient par produit : (a+ b)(a+c)(b+c¢) =8V abacbc,d’ou (a+ b)(a+c)(b+c) =8abc.

(c) Enappliquantl.ava+b-cetvVa-b+c,ona:2vVa+b—cva-b+c<a+b-c)*>+(a-b+c)? ainsi
2Va+b-cva-b+c<a+b-c+a-b+cdonc2vVa+b-cva-b+c<2a, douva+b-cva-b+c<a.

(d Ona:va+b-—cva—b+c<aet, enraisonnant de méme : Vb+a—cvb—a+c<betvVc+b—avc—-b+a<c.
Toutes ces quantités étant positives, on obtient par produit :
vVa+b-cva-b+cvb+a-cvb—a+cvVc+b—avec—b+a< abc.Donc (a+b-c)(a+c—b)(b+c—a) < abc,
dou8(a+b—-c)(a+c—b)(b+c—a)<8abc. Ainsi, d’apres 3.b, 8(a+b—c)(a+c—b)(b+c—a) < (a+Db)(a+c)(b+c).

4. (a) Soientx,yeR".Ona: (yx+/3)?=x+2/Xy+y.0r, daprés3.(), 2,/xy < x+y. Ainsi: (VX +/7)? <2(x+).
(b) En appliquant le résultat précédentax=a+b—-cety=b+c—a,ona:
Wa+b-c+Vb+c—a)?<2(a+b-c+b+c—a).Donc: (Va+b-c+Vb+c—a)? <4b. Et comme la fonction
racine carrée est croissante sur R*, ona: va+b—c+vVb+c—a<2VD.

(c) Ona:vVa+b-c+vVb+c—as<2Vbet, enraisonnantde méme: vVb+a—-c+va+c—b<2yaet
Va+c—b+Vc+b-a < 2y/c. Donc, en sommant ces trois inégalités : 2(Va+b—c+vb+c—a+vVa+c-b) <

2va+2vb+2yec.Dou:vVa+b—c+Vb+c—a+Va+c—b<ya+Vb+,/c.

5. (a) i Ona%>0d0nca—1<a—1+%<0,ainsia<1.
Deplusa>0,donc—1+%<a—1+%<0ainsi%<ldoncb>1.
ii. Onab—l>0et%>0donc:b—l+%>0.
Onaa<ldoncé—1>0etc>0,ainsi:c—1+%>0.

1 1 1
iii. Par produit: (a—1+—) (b—1+—) (c—1+—
b c a

<0,donc:(a—1+1% )(Io 1+1 )(c—1+é)sl.

1 1 1 1 1 1
(b) i Ona:b—1+—=b(1——+—.Orabc=1d0nc:—=a.Ainsi:b—1+—=b(1+a——).
c b bc bc c b
. 1 1) 1 1) 1 1 (2 (1) )
ii. Ona(a 1+b) b 1+c)—b(a 1+b) l1+a b)—b(a+(b 1))(a (b 1))—b(a (b 1))sba,

1
——1] =0.
car(b )
1 1 2
iii. Ona:|la—-1+—=||b—1+—|<ba“.
b c

. 1 1 ) 1
Deméme,ona:|{c—-1+—|la-1+=|<ac’et|b—-1+-
a b c

1
c—-1+— )<cb2.
a



1 1 1))\?
Donc,parproduit:((a—1+z) (b—1+z) c—l+;)) S(abc)g.

Orabc:l,donc:(a—1+l)(b—1+l)(c—l+l)sl.
b c a

1 1 1
(© Sia-1+ 5 <O0oub-1+ p <0ouc—-1+ p <0, alors d’apres 5.(a), on a la conclusion.
1 1 1
Sinon:a—-1+ 7 >0etb—1+—-—=0etc—1+— =0, donc, d’apres 5.(b), on a la conclusion.
c a

1
D’ou1, dans tous les cas : (a— 1+ 5 <1.

1 1
b—1+—)(c—1+—
Cc a

Des valeurs absolues

1 1
1. (a) Pourtout x € R*, on a u(x) = x2 (1 +—+ —2) Donc lim u(x)=+oo.
X X X—+oo

2 3 1\2 3
+Z.Or, x+§ >0.Donc u(x) = —.

2
1 1
(b) SoitxeR,onau(x)=x2+x+1=(x+— ——+1=(x+—
2 4 2 4

2

3 1)\2
(c) Soit x € R, d’apres la question précédente, on a u(x) = + 7 Donc u(x) > (x + 5) >0.

X+ =
2

1\2
Dot vu(x) > (x+ 5) .Ainsi, vu(x) >

|
X+ -
2

3
2. (a) D’apres la question 1.b, on a u(x) = 1 > 0. Ainsi, pour tout x € R, x%2 4+ x+1 #0. Ainsi, '’ensemble de définition de

festR.
. s . 1 . 2x+1
(b) Soit x € R, d’apres la question 1.c,ona VxZ+x+1> x+5 .Douvxi+x+1> .
[2x+1]
Donc Vx2+x+1> .
Doul> 2x+ 1] Ainsi, [f(x)| <1
oll 1 > ———. Ainsi, | f(x .
2VxX2+x+1

(c) Soit x € R,

1 3
e Sixz= ~5 alors 2x +1 = 0. De plus, x> +x+1 = 1 > (0 d’apres la question 1.b. Donc par somme, on a :
2x+1+2(x*+x+1)>0.

1 x+1
o six<—§21101rs.2x+1<0donc|2x+1|=—(2x+1).Olr,d’apréslaquestionl.c,ona| | <Vx2+x+1dou
2x+1
- <Vx2+x+1.Donc—(2x+1)<2Vx2+x+1.Ainsi, 2x+1+2vVx2+x+1>0.

On a donc prouvé que pour tout x €R, 2x+1+2Vx2+x+1>0.

3. (a) SoitxeR F -1l 2x+1 1‘ 2x+1-2Vx2+x+1 Cx+1-2vVx2+x+1)2x+1+2Vx2+x+1)
. (@) SoitxeR,ona:|f(x)-1l=|———-1|= = .
2Vx2+x+1 2Vx2+x+1 2VX2+x+10Q2x+1+2Vx2+x+1)

@x+1)?—4x*+x+1) _' (4x?+4x+1-4x* —4x—4) '
2VX2+x+12x+1+2Vx2+x+1) 2VX2+x+12x+1+2Vx2+x+1)
-3 ‘ 3
2VX2 4+ x+1Q2x+14+2Vx2+x+1) 2VXx2+x+1Q2x+14+2Vx2+x+1)]

LVxi+x+1 >0etd'apreslaquestlonprecedente, 2x+1+2Vx2+x+1>0.

Ainsi, | f(x) - 1] =
2VX2+x+102x+14+2vVx2+x+1)

(b) Soitx>0, x>+ x+1=1donc Vx2+x+1=1.Ainsi,2Vx2+x+1=2>1.
Deplus, 2x+1+2Vx2+x+1=2x+1=x>0carx+1=0.D’ol, parproduit,z\/x2+x+ 12x+1+2Vx2+x+1)=x>0.

. . 1 3
Par décroissance de la fonction inverse, on a : < —.Donc|f(x)-1]=—
x

2VX2+x+102x+14+2vVx2+x+1) X

3
(¢) Ona lim —=0.Ainsi, lim f(x)=1.
X—+00 X X—+00

Des racines carrées

1. f estdérivable sur ]0, +oo[ en tant que produit de fonctions dérivables.

(1+—)+\/_( 1 ) VX+1 _m x(Vx+1) - (V1+x)?
s 2Rl 2yEviTE 2avE | 2xyEiie
x(\/_—i-l)—l X x/x-1
2xvVxV1+x fo\/m

Soit x €]0, +oo, f'(x) =




2. (a) Soient a,b,c€R, pour tout x € R, x> — 1 = (x— 1)(ax? + bx + c) si et seulement si

a=
. .] b-a=0 .
pour tout x € R, X—1=ax®+b-a)x®+ (c- b)x — c si et seulement si c—b=0 sietseulementsia=1,b=1
-c=-1

etc=1.
Ainsi, pour tout x € R, x> — 1= (x — 1) (x® + x + 1).

(b) Soit x e R*, onpose X =y/x.onaxyx-1=X3-1=(X-D(X?+X+1).
. (VE-Dx+yx+1)
Ainsi, -1= -1 24 Vx+1) = —-I(x+y/x+1).D "(x) = .
insi, xv/x WVx-D((VX)*+vVx+1) = (vVx-1)(x+/x+1). Donc f'(x) W Nees

Deplus,ona: xy/xvx+1>0et x+/x+1>0.Enfin, /x—1> 0 si et seulement si /x > 1 si et seulement si x > 1
(car x >0).

Ainsi, f'(x) >0six€]l,+oo[ et f'(x) <0sixe]O,1[.

Donc f est strictement croissante sur ]1, +ool et f est strictement décroissante sur ]0, 1].

Ainsi, f admet un minimum en 1 valant f(1) = 2v/2.

3. Soient a, b€R+,0na > 0.

a a b va+b VD
(0] —|=4/1+— 1+y/—|=—[1+—| = ( )O,d’ 1 ti édent
naf(b) v/ bx( \/a) NG ( \/E) Va \/_ 7 1, d’apres la question précédente on a

pour tout x >0, f(x) = 2v/2. Ainsi, Va (

) >2+/2. De plus, le minimum de f n’est atteint que pour x = 1.

Va' Vb

Ainsi, I'égalité a lieu si et seulement si E =1 c’est a dire si et seulement si a = b.

2 Suites et fonctions

Calcul intégral
. : A o n? x o
1) a) Lafonction x — sinxcosx est de la forme u'u si on note u la fonction sinus, donc admet x — pour primi-
tive.
. _ox? 1 o s e N .
b) La fonction x — xe 2x7 = _ A_L x (—4x)e 2x" est 2 une constante multlpllcatlve pres de la forme u'e¥ si on note u la

. _ox2 1 50 L
fonction x — e2*", donc admet x — ~1 e~2* pour primitive.

) x 1 2x . o u .
¢) Lafonction x — =-x est a une constante multiplicative pres de la forme — si on note u la fonction
x2+1 2 x%2+1 u

strictement positive x — x? + 1, donc admet x — In (x* + 1) pour primitive.

-3

d) La fonction x — si on note u la fonction x — In x, donc admet x —

1
= — x (Inx) "3 est de la forme v'u
X

x(Inx)3
(Inx)~2 it
=— our primitive.
-2 2(ln x)?2 pourp
e) La fonction x — e ¢ = e*e®" est de la forme u'e" si on note u la fonction x — e*, donc admet x — e¢ pour
primitive.
. 1 1 1 N e R u
f) La fonction x — ———— = 2 x — x ———— est a une constante multiplicative prés de la forme ——, donc

xvV1+Inx X 2V1+lnx

admet x — 2v/1 +Inx pour primitive.

2vu

ox? 1 [l 3x? 1 3 ]%=1 In2.
2) a fo oo dx—gfo s dx—g[ln(1+x)x20 (lnz In 1)
7 sint 7 —sint =%
b) f —dtZ—Zf ———dt=-2|v2+cos \/_ \/_ 2\/5—2\/5.
0 v2+cost 0 2v2+cost ] = ( )

Etude d’un minimum

1. Soit a € R. f, est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables sur R et pour tout x e R, on a:
fix)=e"%-2.
Soit x € R, onadonc:
fa(x)>0 e m4>2
e*>2e”
x>1ne?)

roet

x>In@)+a

o~



Ainsi, f, est strictement décroissante sur ] —oo,1n(2) + a] et strictement croissante sur [In(2) + a, +ool.
Donc, f, admet un minimum en a +In(2).

2. Pour tout a € R, on note u, = f(In(2) + a) = en@+a-a_o(1n(2) + a) + e = 2 — 2In(2) — 2a + e?. On définit alors sur R la
fonction g par g(a) =2 -2In(2) —2a + e“.
g est dérivable sur R et pour tout a € R, g'(a) = —2 + e®. Pour tout a € R, on a —2 + e? > 0 si et seulement si a > In(2).
Donc g est strictement décroissante sur | —oo,1n(2)] et strictement croissante sur [In(2), +oo[. Ainsi, la fonction g admet
un minimum en In(2) et ce minimum vaut g(2) =2 —-21n(2) —2In(2) + &™® =2 -4In(2) +2 = 4— 41n(2).
Ainsi le minimum de f;; est minimum pour a = In(2) et ce minimum vaut alors 4 —41In(2).

Des suites et des récurrences

1. (a) e Pourn=0,onavyg=1=0.
¢ Soit n €N, supposons que v, = 0.
Onavyy; =(m+1)v,, donc,commen+1=0etv,=0,0nav,;; =0.
On a donc prouvé par récurrence que, pour tout n €N, v, = 0.
(b) SoitneN,ona: v,y —v,=m+1)v,—v,=nv,=0.Doncla suite (v,,) ,en €St croissante.
(©) e Pourn=0,onavy=1=0.
* Soit n €N, supposons que v, = n.
Onav,y; =((n+1)v,, ainsi:
- Sin=1l,commev,=n=1,onav,;1=n+l.
- Sin=0,commevg=1=1,onav,;1=n+1l.
Dans tousles cas,ona v, = n+1.
On a donc prouvé par récurrence que pour tout n €N, v, = n.
(d) Comme nl—1>r-lr—loo n = +o00, on a, d'apres le théoreme de comparaison des limites : nl—l—I-Poo Up = +00.

(e) e Pourn=1,onav;=1l.yyg=1.
¢ Soit n € N*, supposons que v, =1x2x3--- x n.
Onaalors: vy =(n+Dv,=v,x(m+1)=1%x2x3---xnx(n+1).
On a donc prouvé par récurrence que pour tout n € N*, v, =1x2x3---x n.

2. (a) SoitxeRR,

nxn—l e *+ xn(_e—x) nxn—l e * xNne™* xn—l e xNe™X

frll(x): - anfl(x)_fn(xl

nl nl . -1
Donc: f} = fn-1— fn-

1
(b) Comme f, est une primitive de f,, ona: f fr(x)dx = [fn(x)]é =
0

o
n

1
() Ona:uozf efxdx:[—efx][l):—efl—(—l)zl—efl.
0

(d) Soit neN*, comme f} = f,-1— fn, ona:fo1 fi dxzfol frn-1(x) dx—fo1 fn(x)dx.
1

-1
e .
Donc: — =uu_1—up. Ainsi: uy = uy—1 — —.
n! en!
. X 1 s . .
(e) Soit n e N*, comme po >0, on a, d’apres la question précédente : u,, < u;_;.
Donc la suite (u;,) zen est décroissante.

n,—x 1 ,—x,n

(f) SoientneNetxe[0,1],ona: =0, donc[ dx=0.
0

Ainsi pour tout n €N, u, =0.

(g) Lasuite (u,)en est décroissante et minorée, elle est donc convergente.

n,—x 1 1 1

< —. Donc, commef —dx=—,ona
n! o n! n!

(h) SoientneNetxe[0,1],commel0<x"<let0<e *<1l,ona:

1
pourtoutneN: u, < -
n!

n!

1
)] Ona,pourtoutneN:Osuns—'.

. . 1 - N .
Ord’apres 1. lim n!=+oco,donc lim — =0.Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes: lim u, =0.
n—-+oo n—+oo pl n—-+oo

Encore des suites et des récurrences



1. e Pourn=1, f estdérivable sur R et, pour tout x € R, ona: f’(x) = e3* + 3xe3* = 3" xe3* + n3" 1e3*,

o Soit n € N*. Supposons que, pour tout x € R, £ (x) = 3"xe>* + n3"~1e3%.
Alors £ est dérivable et, pour tout x € R, ona:

f(n+1)(x) — (f(n))/(x) — 3ne3x +3n+1xe3x + n3n63x — 3n+1xe3x + (n+ 1)3n83x.

On a donc prouvé par récurrence que, pour tout n € N*, pour tout x € R, £ (x) = 3"xe3* + n3" 13,
2. (a) Soit xeR,ona f'(x) = e3* +3xe>* = (3x+ 1)e>*. Ainsi f'(x) est du signe de 3x + 1.

Donc f est strictement décroissante sur

1 1
—00, — 3 ] et strictement croissante sur [— 3’ +00

1 1 1 1 1 1
(b) Ona: f(——) =——e¢ 1l Orel<1,donc—=e!>——, ainsi: f(——) >——.
3 3 3 3 3 3

3. Montrons que la suite (1) ,en €st constante égale a 0.
e Pourn=0,onauy=0.
 Soit n € N. Supposons que u, = 0. Alors u,+; = f(0) =0.

On a donc prouvé par récurrence que, pour tout n € N, u, =0.
Ainsi la suite (uy,) 5en €st constante égale a 0.

4. Supposons que la suite (u,),en converge vers [ € R. Comme, pour tout n € N, u,+1 = f(uy,) et f est continue sur R,
alors,on a f(l) = I, c'est-a-dire 1e3! = 1. Donc l(e?’l —1)=0.Ainsi /=0 ou e3!'=1.Donc:1=0.

5. (@ e Pourn=0,ona uyc€]0,+ool.
¢ Soit n € N. Supposons que u, €]0, +ool. Alors u,+1 = f(uy). Or f est strictement croissante sur ]0, +oo[, donc
Up+1 > f(0). Comme f(0) =0, ona uy4 €]0, +ool.

On a donc prouvé par récurrence que, pour tout n € N, u; €]0, +ool.

(b) SoitneN.Ona: upy — Uy = une3”” — Uy = un(egu" —1). Or uy,, =0, ainsi €37 —1 = 0 donc u,4+; — U, = 0. Ainsi la
suite (1) nen €St croissante.

(c) Soit n e N, comme (uy),en €St croissante et n=0,on a: u, = uy.

(d) Supposons (u,),en majorée, alors, comme (u,) zeny €St croissante, (¢,) ey converge vers [ € R et d’apres 4., on a
[=0.
Or, pour tout n €N, u, = uy, donc, par passage a la limite / = uy donc 0 = ug ce qui est absurde.
Ainsi (1) ey N'est pas majorée, et comme (1) ,eny €St croissante, on a liIP U, = +oo.

n—+oo

6. On suppose dans cette question que u € [—3,0][.
1
-—, 0
3

(@ e Pourn=0,onaugc

1 1
¢ Soit n € N. Supposons que u;, € [—5,0 [.Alors Un+1 = f(uy). Or f est strictement croissante sur —g,O[, donc

f(—%),f(o) —%,0[.

On a donc prouvé par récurrence que, pour tout n € N, u, € [-3,0].
.Ona f(x)—x=xe>*—x=x(e>*-1).0rx<0ete3*-1<0,donc f(x)—x=0.

Un+1 €

1 1
. Comme f(0) =0etf(—§) > -3 onaluus €

(b) Soitxe

1
-=,0
3

1
(c) SoitneN.Ona upy1 —uy, = f(u,) — up, =0d apres la question précédente, car u, € -3 0].

Donc la suite (uy) ,en €St croissante.

(d) La suite (1) en €st croissante et majorée par 0, elle est donc convergente vers [ € R. D’aprés 4., ona [ =0, donc:

lim u,=0.
n—+oo

1 1
7. (a) Comme f eststrictement décroissante sur | —oo ,alors u; € .Or f(—g) > 3 et

1 .
)_g f(_g))xkglwf(x)

1
-=,0
3

lim f(x)=0.Donc u; €
X——00
(b) La suite définie par : pour tout n € N, v, = u,; vérifie les hypothéses de la question 6. Ainsi nHIP v =0, donc
—+00

lim wu,=0.
n—+oo

Des suites et des fonctions



[6]

1

a)

b)

c)

La fonction x — x+4 est dérivable sur R, et a valeurs dans R}, etla fonction logarithme est dérivable sur R}, donc

1 x+3
¢ est dérivable sur R et pourtout x=0: ¢'(x) = via 1=- " < 0. Ilen découle que ¢ est strictement
X X
décroissante sur R, .
In(x+4) x+4 . .
Pourtoutx=0: ¢x)=x|———x——-1|, donc: lim ¢(x)=(+o0)x (0x1—1)=—oco. Parailleurs:
x+4 X X—+00

¢(0) =In4 >1Inl1 =0. En outre, ¢ est strictement décroissante sur R, d’apres a) et elle y est continue car dé-
rivable, donc s’y annule une et une seule fois d’apres la version strictement monotone du théoreme des valeurs
intermédiaires.

Comme ¢ est strictement décroissante sur R, d’apréesa) et: ¢(a) =0, ilnoussuffitde montrerque: ¢(4) <0.
Or: ¢@)=In8-4=In(2¥)-4=3In2-4<3lne-4=-1<0.

2) Pourtoutx=0: x+4=1, donc: f(x)=In(x+4)=ln1=0

3)

3)

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d

e)

Il s’agit de montrer que pourtoutn€N: u, <a. Nous allons le montrer par récurrence.
Initialisation : Par définitiondea: uy=0<a.

Hérédité : Soit n € N. On suppose : u, < a. Or la fonction f est croissante sur R; par composition des
fonctions croissantes x— x+4 et x—Inx,donc: f(u,) < f(a), ie.commevoulu: uu,4 <a.

Il s’agit de montrer que pour tout n€N: u, <up4;. Nous allons le montrer par récurrence.
Initialisation: 1©uy=0 et wu;=In4=In1=0=uy, donc: uy<u;.

Hérédité : Soit n € N. On suppose : u, < uyy1. Or f est croissante sur Ry, donc:  f(uy,) < f(un+1), ie.
commevoulu: uUpi; < Upso.

Croissante majorée d’apres a) et b), la suite (1) ,ery est convergente d’apres le théoreme de la limite monotone,

disons de limite ¢. A priori, rien ne garantit que : ¢ = a, car nous avons seulement montré que a est un

minorant de (¢,) ,en — parmi d’autres. Cela dit, la fonction f est continue en ¢, donc: lin} fx)=f(), doncsi
X—

nous faisons tendre n vers +oo danslarelation: u,.; = f(u,) quiestvraiepourtoutneN,ilvient: f(¢)=¢
Conclusion: ¢=a d’apreslerésultat d'unicité de 2)a).
1 ]
0,—|.
4

Soient x,y = 0. Comme le résultat demandé ne dépend pas de I'ordre dans lequel x et y sont rangés, on peut

1
Pourtout x=0: f’(x)zj, donceneffet: f'(x)e
x

1
supposer sans perte de généralité que: y < x. Ainsi, d’apres a) : / 0dr = f fl(ode < f —dr par
y y
croissance de l'intégrale, donc d’apres le théoreme fondamental du calcul intégral: 0< f(x)—-f(y) < T, et

1
donc: |f(x)—f(y)|£;l lx = yl.

1
PourtoutneN,posons: x=u, et y=a dansb),celadonne: |un+1—a|=|f(un)—f(a)|sé—lIun—al.

e e s s 1 1
Initialisation: D’apres1)c): |ug—al=a<4= pE) = m.
1
Hérédité: Soit n € N. On suppose que: |u,—al < 220D D’apresc) :
HDR 1 1 1

1
|un+1_a|51|un_a| Z_ZXWZZZ_”'

1
D’apres d), il nous suffit de trouver une valeur de n pour laquelle : ST < 1073, ie.: 22"=D>1000. Or

la premiere puissance de 2 qui dépasse 1000 est 2!° comme on le vérifie aisément alamain: 2'°=1024. Pour
n=6,onadoncbien: 22"~D =21951000. Conclusion : ug est une valeur approchée de a a 1073 pres.

Des études de fonctions
Premiere partie : Etude de fonctions auxiliaires

1.

In(x) 1 In (%)

(@) On sait que lim =0 et lim —— = 400, donc, par compposition des limites, lim —x=10 — 0. Ainsi
x—+00 ¥ x—1+ x—1 -1t
lim+ —(x-1)In(x—1) =0. Comme hn% 2x=2,ona: llrn g(x)
x—1 x—



(b) La fonction In est dérivable sur R** donc, par composée et produit, g est dérivable sur 1, +ool.
Soit x €]1,+o00[.On a:

g =2-In(x-1)- "L 21 _In@-1.
x—1

(c) Soitx€]l,+oo[,ona:g'(x)>0<l-In(x-1)>0<1l>nx-1)oe>x—-1ox<e+l.
Ainsi g est strictement croissante sur |1, e+ 1[ et strictement décroissante sur Je + 1, +oo].

(d) La fonction g est continue et strictement décroissante sur l'intervalle [e + 1, e® +1]. De plus gle+1) =2(e+1) —
eln(e)=e+2>0etg(e3+1)=2(e*+1)-e3In(e®) =2—e3 <0donc0e [g(e3 + 1), g(e+1)].
Ainsi I'équation g(x) = 0 a une unique solution, notée @, dans l'intervalle [e + 1,¢% +1].
Comme g est strictement décroissante sur [e+1, +oo[ et que g(a) =0, alors: g > 0sur [e+1,a[et g <O0sur]a, +ool.
De plus, g est strictement croissante sur ]1,e+1[ et }6151% g(x)=2>0,doncg>0sur]l,e+1].

Ainsi: g>0sur [1,af et g <0 sur]a, +ool.

2. (@) Ona lin} ln(x2 —1)=-o0et lin}x =1, donc, par quotient : lirr% @(x) = —o0.
X— X— xX—
In(x*1-<| 2In(x)+In{1- | Inf1-
Soit x €]1, +oo[, on a: @(x) = ( x)z ( ")—zn(x)+ ( x)_

X X X
. . In(x)
Oronsaitque lim —— =0.
X—+00 X
1 ln (1 - é)
Deplus lim In (1 — —2) =0et lim x=+oo, donc, par quotient, lim ————=0.
X—+00 X X—+00 X—+00 X

Ainsi, par somme, xl_l’rlloo(p(x) =0.

(b) La fonction In est dérivable sur R* * et, pour tout x €]1, +ool, x*—1eR**, donc par composée et par quotient, ¢
est dérivable sur |1, +ool.
Soit x €]1,+oo[,on a:
o0 = S x—In(x?-1) _22-@@-Dne?-) g0
x2 x2(x%2-1) x%2(x2-1)

Or, x?(x?> — 1) > 0 donc ¢ (x) est du signe de g(x?).

(c) e Soit x€]1,/al, alors x* €]1,a[ donc g(x?) = 0, ainsi ¢ est croissante sur I'intervalle ]1, /a|.
« Soit x €]y/a, +ool, alors x? €]a, +oo[ donc g(x?) <0, ainsi ¢ est décroissante sur I'intervalle ] /a, +ool.

Deuxieme partie : Etude de la fonction f

) In(e** - 1)
1. Soit x €]0, +ool, p(e*) = - fx).

2. (@ Ona lirr(l) e*=1et lirr% ¢(x) = —oo, donc, par composition : lin} f(x) =—o0.
X— xX— X—
(b) Ona lim e*=+ooet lim ¢(x)=0,donc, par composition: lim f(x)=0.
X—+00 X—+00 X—+00

(c) e Soitxe€]l,In(v/a)l, alors e €]1,/al. Or exp est croissante sur ]1,In(v/a)|[ et ¢ est croissante sur |1, /a[, donc,
par composition, f est croissante sur |1,In(v/a)l[.

e Soit x €]In(y/a@), +ool, alors e* €]y/a, +oo[. Or exp est croissante sur ]In(y/a), +oo[ et ¢ est décroissante sur
Iva, +ool, donc, par composition, f est décroissante sur | In(y/a), +ool.

Ainsi f admet un maximum en In(y/a).

ln(ezm(‘/a) -1) In(a-1)

3. Soit x€]0,+oo[, ona: f(x) < f(n(v/a). Or f(n(vVa) =

eln(\/a) vV
Or g(a) =0donc (¢ — 1) In(a—1) =2a, ainsiln(a—-1) = %.
2a 2V a
D . 1 = = .
one: fnva) == = = a-1

[N 2
Dot f(x) < 22



Troisieme partie : Recherche de primitives de f

1. Soit x€]0,+oco[,ona:

2e%* x 2x X 2e%* x
e*—In(e”* -1)e* Ine?*-1) e 2e*
/ _ -1 _ -1
f (x) + f(x) - e2x + ex Toe2x T p2x_ 1
De ol er er efe*+1)—e*(e*-1) 2e*
e plus: - = = .
p e*—1 e*+1 (e*-1)(e*+1) e2x -1

Donc: f'(x) + f(x) = ezzfjl.

L . e’
2. Une primitive sur 0, +oo[ de la fonction x — —
X —

est x— In(e* - 1).

Une primitive sur ]0, +ool de la fonction x — 1 est x — In(e® + 1). Donc, une primitive sur ]0, +oo[ de la fonction

e X X _1
X— - est x—In(e* —1) —In(e* + 1), c'est-a-dire x — In .
er—-1 e*+1 eX+1
X X et —
3. Soit x €]0,+o00[, on a f(x) = - — f'(x). Or une primitive de f’ est f. Donc : x — In — f(x) est une

o ex—1 e+1 e*+1
primitive de f sur ]0, +ool.

e* -1
——— —f(x)+cavecceR

Ainsi les primitives de f sur ]0, +oo[ sont : x — In )
e

Etude de fonctions avec un parametre

Par définition: f(x) = xln% +01 —x)lni:—x =xInx—-xlnp+(1-x)In(1-x)-(1-x)In(1 - p).

1) a) La quantité f(x) est bien définie si Inx et In(1 — x) sont bien définis, autrement ditsi: x>0 et 1-x>0.
Conclusion: D=1]0,1].

b) La fonction x — 1 — x est dérivable sur ]0,1[ a valeurs dans R} et la fonction logarithme est dérivable sur R},
donc par composition, x — In(1 — x) est dérivable sur ]0, 1. Ensuite, les fonctions x — x, x — Inx et x — 1 —x sont
dérivables sur ]0, 1[, donc par somme, produit et multiplication par un réel, f est dérivable sur ]0, 1[. Ensuite, pour
toutxe€]0,1[:

ff(x) =1xInx+xx i—lnp+(—1) xIn(1—x)+ (1—x) x l__x—(—l)ln(l—p)

=lnx+1-lnp-Inl-x)-1+In(1-p)=Inx—-In(1-x)-Inp+In(1 - p).

c) D’apres cette expression de f’ trouvée en b) et les arguments avancés pour la dérivabilité de f, la fonction f’ est
-1 1
dérivable sur ]0,1[ et pour tout x€ ]0,1[:  f'(x)=————= .
x l1-x x(1-x)

d) Pour tout x€]0,1[: ff(x)=0 < Inx-In(l-x)-Inp+In(l-p)=0 < lnlizlnli
X p

= —=— & ([(A-px=pl-x) < x=p.
1-x 1-p

e) La fonction f” est strictement positive sur ]0,1[ d’apres c), donc f’y est strictement croissante. D’apres d), f’
est donc strictement négative sur ]0, p[ et strictement positive sur | p, 1[, donc f est strictement décroissante sur

10, p] et strictement croissante sur [p, 1[. Ces variations montrent que f est minimale en p. Son minimum vaut :

1 —
f(p)=pln p +(1-p)n l_p =0. Cerésultat montre comme voulu que f est positive ou nulle sur ]0, 1.
p -p



2) a) Latangente de la fonction logarithme en 1 a pour équation: y=In'(1)(x—1)+Inl=x-1.

b) Notons 6 la fonction x — Inx — x sur R}. Cette fonction est dérivable sur R} par différence et pour tout x € R} :
I-x . o S
6'(x)=——-1=——. Lafonction §’ est ainsi positive ou nulle sur ]0, 1] et négative ou nulle sur [1, +ool, donc
X X
6 est croissante sur ]0,1] et décroissante sur [1,+oo[. Comme: §(1) = -1, ces variations montrent que § est
majorée par —1 sur R}, i.e.que pourtout x>0: Inx<x-1. Graphiquement, celarevienta dire que le graphe
de la fonction logarithme est toujours situé sous sa tangente en 1, ce qui se visualise assez bien!

c) Pourtout x>0: /x>0, doncdaprésb): Inyx<x-1, donc dapresles propriétés du logarithme :
Inx<2(vx-1).

Inx ¢ 2 2 2 2 2
d) Pourtoutx=1: 0= — 2z (Vx-1)=—-=, or: lim (———) =0, donc par encadrement :

X X Vxoox x—+oo\/x X
. Inx . . - .1 s 1
lim — =0. Composons ensuite cette limite avec lalimite: lim — =+oco, cequirevientaposer: x=-—.
X—+00 X ) t—0*t t

In—
Ilvient: lim r_ 0, ie: limtlnt=0.
i—0 1 t—
t
e) D’apresd) : lin(l)xlnx =0. Parailleurs: hm (1-x)=0, donc parcomposition : liml(l -x)In(1-x)=0
X— X—

Orpour tout x€]0,1[: f(x)=xlnx—xlnp + (1 ) In(1-x)—(1-x)In(1-p), doncdunepart: liIf%f(x) =
X—
—In(1-p) etdautrepart: lln} fx)=-Inp.
X—

3 Nombres complexes (pour les éléves ayant suivi ’option mathématiques expertes)

Cercle trigonométrique

2) Pourtousx,y€R: cos(x+y)=cosxcosy—sinxsiny et sin(x+ y)=sinxcosy+cosxsiny.

b4 b4 b4
3) a) PourtoutxeR: cosx=0 — X = E [27] ou x:—E [27] — X = 5 [m].
b4
b) PourtoutxeR: sinx=-1 — x=-—[27].
1 T T
c) PourtoutxeR: cosx:i — ng [2m] ou x:—g [2m].
. . i T
d) PourtoutxeR: e =—i = ef=e" 2 = x= ) [27].
=141 : 3in 3n
e) PourtoutxeR: e = — er=e x=— [27]
V2

. in . /A .
4) a) i=1xez, donc: li=1 etgestunargumentdel.

1+i
b) |1+il=v2, donc: 1l+i=v2x

in T .
2xe4, donc 1 estun argument de 1 +1.

¢) -4=4xe", donc: |-4/=4 etmestun argument de —4.
in T
d |V3+3i|=v12=2v3, donc: \/_+31—2\/_(—+1£) 2vV3xes, donc§estunargumentde V3 +3i.

i
1+i

|i|_1 T T

e) Nous avons déja calculé le module et un argument dei et 1+i. Par quotient : =——=— et
1+il 2 2 4

i
est un argument de —.
1+i

10



Nombres complexes et fractions

1) Le calcul du module ne requiert pas qu’on ait calculé avant la forme algébrique :

C2-ilx|1+3i]  V5x V10

I3 + 4i B 5

V2.

‘(Z—i)(l+31)
3+4i

2-D(1+30) (5+5) (5+5)B-4i) (1+D)(3-4i)
3+4i 3+4i 25 B 5

7—-1i
Pour la forme algébrique : =

2) a) On travaille par équivalence. Pour tout z = x +iy € C\ {i} :

z+2
Re( ) =Re
z—i

Re(|z|2+iz+zz+2i)

(z+2)(z+i)) _ Re((z+2)(z+1))

— car: |z—i?eR
lz—i

|z —il?

_ x2+y2—y+2x

car: zz=|z|?=x*+)?€R.

|z —il? S lz-il?
e z+2 z+2 2.2
Aussitot : - €iR — Re -|=0 — X“+y —y+2x=0
z—1 z—1i
2
= (x+1)2—1+(y—5) _Z:O apres mise sous forme canonique
1\> 5 i 5
— (x+1)2—1+(y——) =- — z+1——=£.
2 4 2 2

i 5
Lensemble cherché est ainsi un cercle, en 'occurrence le cercle de centre le point d’affixe —1 + 3 et de rayon PR

b) Premiére réponse: L'équation étudiée s’écritaussi: |z+2|=|z—i| etcaractérisel’ensemble des points d’affixe

z € C\{i} a égale distance des points A d’affixe —2 et B d’affixe i. Cet ensemble est en d’autres termes la médiatrice
—2+i

du segment [AB] , qui passe par le milieu de [AB] d’affixe =-1+ %, et admet le vecteur AB d’affixe i—(—2) =

2 +i pour vecteur normal.
Deuxiéme réponse : On travaille par équivalence. Pour tout z € C\ {i} :

z+2
=1 — |z+2|2=|z—i|2 — (x+2)2+y2=)cz+(y—l)2 — 4x+2y+3=0.

z—1
Lensemble cherché est ainsi une droite. Conformément a notre premiere réponse, cette droite passe par le point

1 i
de coordonnées (—1, 5)' i.e. d’affixe -1+ X et admet le vecteur de coordonnées (4,2) pour vecteur normal, mais

donc aussi le vecteur de coordonnées (2,1), i.e. d’affixe 2 +1.

1+e?  (1+ef)(1-e)  14el-e0_]

3) Pourtoutf eR: = = — = : car: efe 0 —1
1-ef |1-el| |(1-cosB) —isind)|
2isinf . .

= 1 0)2+sin20 car: e —e %= (cosf +isin@) — (cos@ —isin@) = 2ising

—co0s6)? +sin
2isin0 ) .
= — car: cos“0+sin“0=1
2—-2cosf

sinf . . vl

=i osd’ ce qui montre bien que " est imaginaire pur.

Cosinus et sinus de {5

3 x
1. (@) Onalzl=|V3+il=v3+ =2.Ainsi,z:2(§+§)=2e’6.

(b) D’apreés la question précédente, on a: z" = 2"e!"5.

Ainsi, z" est un imaginaire pure si seulement si ng = 5 [7]. Ainsi, z" est un imaginaire pure si et seulement si il

. Tom . .
existe k € Z tel que ng =3 + kr si et seulement si n =3+ 6k.

2. (a) Onalu?| =|zl. Donc |u?| =2.D’olt |u1]| = v2. On montre de méme que |u| = v/2.

11



(b) Ona arg(uf) =2arg(uy)[2n]. De plus, uf =z donc 2arg(u;) = arg(z)[27]. D’apres la question 1, 2arg(u,) = %[Zn].

b4
D = —|[n].
onc arg(uy) 12[ )

On montre de méme que arg(uy) = — [n] Ainsi, un argument de u; est E ou E + 7. Or, la partie réelle de u; est

7
positive donc arg(u;) = 2 [27].

A n T L P 13n
De méme, un argument de u; est ' ou ' + 7. Or, la partie réelle de u, est négative donc arg(up) = — [27].

12
3. Onau?=(x+iy)? =x*-y*+2ixy.Or u? =z = \/_+l A1ns1 x?-y? Re(uf) =Re(z) = V3 et2xy =Im(u) =Im(2) = 1.
De plus, comme uf =z,onalu|®=|zl.Or, |u |> = x? +y Donc x? +y =|z|=2
2+v3
En additionnant la premiére et la derniére équation, on a: 2x?> =2 ++/3. D'ol1 x* = 2\/_.

2++v3 2++v3 2++v3
Ainsi,xz\/T\/_oux:—\/ 2\/_.Dep1us,x:Re(ul)ZO.Doncx: 2\/_.

4+2v3  [1+Vv3)? [1+v3] 1+V3
4 2 2 27

Cette écriture se simplifieen: x = \/

2-v3
2

2-vV3 [2—V3
Ainsi, y = 2\/_ ouy=- 2\/_. Or, 2xy =1 donc x et y sont de méme signe. Ainsi, y =

4-2v3_ | A-V3® _[1-V3l_V3-1
4 22 2 27

En soustrayant la derniére et la premiére équation, ona: 2y? =2—+/3. D’oi1 y? =

De méme, I'expression de y se simplifie en y = \/

4. Onau; = x+1y.Deplus, d'apresla question 2, ona u; = V2elt: = \/_cos( )+ l\/_sm( ) En identifiant les parties

n) 1+v3  V6+V2

7 ” A . . . . . .
réelles, ona: x = v2cos ( 12) Donc cos( . De méme, en identifiant les parties imaginaires, on

12/ 22 4
T /2 3-1 6—-v2
= \/zsin(—). Donc sin(—) = v3 = Ve \/_
12 12 2V/2 4
Nombres complexes et géométrie
1. Ona: .
3iz—1 )

- :z<;>3iz—1:z(z+3i)<;>3iz—1:zz+3izc>—1:z o z=4I.

z+3i

M=Moz=7o

Ainsi les points M tels que M’ = M sont les points d’affixe i et —i.

2. Soientz#ietz#-3i,ona:

Z+i MR 4i 3iz-1+(2+30)i 3iz-1+iz-3 4iz—4 4i(z+i) _z+i

Z—i 3iz-1 _; T 3iz—1-(z+30)i 3iz—1-iz+3 2iz+2 2i(z—i)  z—i

3. (@) Soit M un point différent de B d’affixe z=x+iy,avec x,yeR.Ona:
MB -2 I;*ﬁ: —©4|z+l|2 |z—1|2©4|x+z(y+l)|2 |x+i(y— l)|2@4(x2+(y+1)2)—x2+(y_1)2
& 4P+ Y42+ 1) =x*+y?-2y+103x> +3)>+10y+3 =0 x> +y+ 0y+1=0

Cr(y+3) g r1=0e s (y+]) =Y e+ (y+ ) = ()

¢

¢

Ainsi IT est le cercle de centre le point de coordonnées (0, —%) et de rayon ;—1.
CB |—-i+3i]l [2i] 1
Ona: —=————=——=—-.Donc CelIl
CA |7+ 31| [4i] 2
(b) Supposons que M, d’affixe z, appartienne a IT\ {C}. Soit z' I'affixe de M’.
lz+i] 1 , z+i 12 +i | |z +il ;o ;.
—,or,d'aprés 2., — = ———, ainsi —— =1, donc |z’ + i| = |z’ - i|.
IZ—I 2 z—i 2z —i |2/ — i
Posonsz =x'+iy avecx Y €R, alors |x' +i(y' + 1)> = |x' +i(y = 1> dour: x2 + (' +1)? = x"2 + (' = 1)? donc :
24+ y?+2y' +1=x"?+y"? -2y +1doncy =0.
Ainsi M’ appartient a I'’axe des abscisses.
On aurait pu également remarquer que, comme |z’ + i| = |z' — i|, M’ est equidistant des points d’affixes —i et i

donc appartient a la médiatrice du segment formé par ces points qui est bien I’axe des abscisses.

Comme M€Il,ona
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Sommes géométriques

1

2)

a)

b)

a)

b)

(V)]

el e 10 1

Pourtoutf eR: — = > ((COSH +isin®) + (cosf —isin@)) =cos0
elf _ o-if

et de méme : % = > ((cos8+isin9) + (cos@—isin@)) =sin6.

i i

i0 )

oo Ba, 0w e2-e 2 Wi _w)_ g

Pourtous@eR: 2ie2 s1n§:21e2 XT:eZ(ez—e 2):e - 1.
i

Le nombre S est une somme de puissances consécutives de e?'*. Par ailleurs, x n’étant pas un multiple entier de
ixyn+1 i
(e21x) -1 e21(n+1)x -1 .

m: e’ #1 dapres le cercle trigonométrique. Nous savons qu'alors: S = o] - TR ol
e’lr — e —

n+ 1 est le nombre de termes sommés.

el DX _ 1 1y 2iel™ D ¥sin(nx)  , sin((n+1)x)
= =e .

S= - -
et —1 2ie*sinx sinx

no n . n
La partie réelle de S vaut par définition: Re(S) = Re ( Y ez””‘) = Y Re(e?™) = Y cos(2kx), mais elle vaut
k=0 k=0 k=0
sin((n+1)x) B sin((n+1)x)

sinx sinx

. sin((n+1)x)

aussid’apréesb): Re(S) =Re eln cos(nx).

sinx

) = Re(e")

13



	Calcul algébrique
	Suites et fonctions
	Nombres complexes (pour les élèves ayant suivi l'option mathématiques expertes)

