Probleme facultatif : Révisions d’analyse

1. Etude du cas|al <1
(@ e Soit/eR,ona:

l=al+beo(l-a)l=bel=

l1—a
. Posonsl:lTba.SOitneN,ona:

Xps1—l=ax,+b—(al+b)=alx,-1).

Donc (x, — I) est géométrique de raison a.
e SoitneN,ona:x,—1I=a"(xg—1),ainsi:

b b
xnza”(xo—l)+l=a"(x——)+—.
l1-a l1-a

(b) Comme |a|<1,0ona:lima” =0donc:

limx, = ——.
"T1-a

() i SoitneN, f(xp+1) = faxn+b) = f(gap(xn)) = f(xp) car f € E(gqp)- Donc:

vneN, f(xpr1) = flxn).

ii. Ainsi, la suite (f(x;)) est constante. Or f(xp) = f(x). Donc:VneN, f(x,) = f(x).

De plus, comme f est continue, lim f(x,) = f (%) Dongc, par passage a la limite :

=32

(d) e« Analyse:supposons qu'il existe f € £(g,,). D’apres la question précédente, f est constante.
« Synthése : soit f une fonction constante égale a c € R. Alors f est continue et : Vx € R, f(x) = ¢ = f(ax+ b).
Donc fe&(gap)-
» Conclusion: £(g,,p) est]'ensemble des fonctions constantes.

2. Etude du cas|a| > 1

(a) e« Supposons (1) vraie. Soit x € R, on a, d’apres (1) :

rlaal=rlda-a

a a

+b|=f(x—b+Db) = f(x).

Donc (2) est vraie.
e Supposons (2) vraie. Soit x € R, on a, d’apres (2) :

f(ax+b)=f(ax;b—l—?):f(x+§—g):f(x).

a
Donc (1) est vraie.
¢ Ainsi (1) et (2) sont équivalentes.
(b) Comme (1) et (2) sont équivalentes, ona: (g, =€(81 _b)-
Or, comme |a|>1,ona |%l| < 1. Donc, d’apres 1., £(g1 _») est’ensemble des fonctions constantes.
Donc £(g,,p) est'ensemble des fonctions constantes.
3. Etude des points fixes de la fonction g lorsque |g'| < K <1
(a) Soit x € R, comme g est cl, d’apres l'inégalité des accroissements finis : |g(x) — g(0)| = K|x — 0] = K|x|. Ainsi
—K|x| < g(x)—g(0) <K]|x|.D’ou:
g0)-K|x| = g(x) =g(0)+K]|x]|.
(b) i. Soitx>0,0ona:g(x)<g(0)+Kxdoncg(x)—x=<g(0)+(K-1)x.0Or K—-1<0donc: xlir+n (g(0)+(K-1)x) = —o0.
—+00
Ainsi :
xETw(g(x) —X) = —oo0.
ii. Soitx<0,0na:g(x)=g(0)+Kxdonc g(x)—x=g(0)+(K-1)x.0Or K—-1<0donc: xlim (g(0)+(K-1)x) = +o0.
——00
Ainsi :
lim (g(x)—x)=—+o0.
X——00



(c) e Posons h:x— g(x)—x. hestdérivablesurRet:
VxeR A (x)=g'(x)-1=<K-1<0.

Donc h est strictement décroissante sur R.

e Ainsi & est strictement décroissante et continue sur R. De plus, comme ]1+im h1limh[=] —oo,+oo[,ona:0¢€

(o) —00
1lim h,lim h|.
+o0 —00
Donc, d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique L € R tel que h(L) = 0, c’est-a-dire
telque: g(L) = L.
4. Etude de l'ensemble £(g) lorsque |g'| < K <1

(a) e SoitneN, d’apresl'inégalité des accroissements finis :
[Xp+1— LI = 1g(xn) — g(L)] = K|x, — L.
e Donc:VneN, |x,—L|<K"|xo—L|.Or|K|<1donclimK" =0 ainsi :
limx, = L.

(b) SoitneN, f(xu+1) = f(g(x,) = f(xn) car f € £(g4p)- Donc la suite (f(x,)) est constante.
Or f(xp) = f(x). Donc:VneN, f(x,) = f(x).
De plus, comme f est continue, lim f(x,) = f(L). Donc, par passage a la limite :

f=f.

(c) e« Analyse: supposons qu'il existe f € £(g). D’apres la question précédente, f est constante.
« Synthése : soit f une fonction constante égale a ¢ € R. Alors f est continue et : Vx € R, f(x) = ¢ = f(g(x)).
Donc f € £(g).
« Conclusion: £(g) est'ensemble des fonctions constantes.

5. Etude de 'ensemble £(g) lorsque|g'| =z K > 1

(@) o SoitxeR,onalg’(x)|= K >1donc g’'(x) #0. Ainsi g’ ne s’annule pas sur R et comme g’ est continue, d’apreés

le théoreme des valeurs intermédiaires, g’ est de signe constant sur R.
e Si g’ >0, alors g est strictement croissante surRet: Vx € R, g'(x) = K.

- Soit x > 0. D’apres I'inégalité des accroissements finis, g(x) — g(0) = Kx donc g(x) = Kx + g(0).
Or K >0 donc xlil}_l (Kx+ g(0)) = +o0. Ainsi :
—+00

xl_lgloog(x) = +00.

— Soit x < 0. D’apres I'inégalité des accroissements finis, g(0) — g(x) = —Kx donc g(x) < Kx + g(0).
Or K >0donc xlir_n (Kx + g(0)) = —o0. Ainsi :

xgrpwg(x) = —00.

Si g’ <0 alors, en appliquant le point précédent a —g, on a g strictement décroissante et :
lim g(x)=-ocoet lim g(x)=+oo.
X—+00 X——00

(b) e gestcontinue et strictement monotone sur R donc g est bijective de R vers ]lim g, lim glou] l+im g limgl.
—00 (e o) (o 9) —00

Donc g est bijective de R vers R.

Ainsi g admet une bijection réciproque définie sur R.

Comme g est continue, g~ ! est continue.

Comme g est dérivable et : Vx € R, g'(x) # 0 alors g~ est dérivable.
Soit xeR.Ona: (g !)'(x) = Or|g’(g7'(x))| < K donc:

__1 -
g g )"
VxeR ’(g_l),(x)’ < 1

' K

(©) Soit f € CO(R).

fel(g o VxeR, f(x)= f(gkx)
o VyeR, f(g_l(y)) =f(y) cary=gx) ox=g‘1(y)
o fe&g™h

Ainsi £(g) = £(g™). Or £ < 1 donc g~! vérifie I'hypothése H. Ainsi £(g™") est 'ensemble des fonctions
constantes.
* Donc £(g) est 'ensemble des fonctions constantes.

6. Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f (x?)



()

(b)

g est dérivable et Vx € R, g'(x) = 2x.
On alim Ig'(x)l = +oo donc |g'| n’est pas majorée, ainsi g ne vérifie pas H.

¥
Ona g<7x(30) =0 donc |g’| n’est pas minorée par une constante strictement supérieure a 1 donc g g ne vérifie
pas H'.

Pourn=0,x,=x=x"“. ;
Soit n € N. Supposons que x, = x'/2". Alors :

1/20

1/2"1/2 1/2m+1
Xp+1=VXp=(x ) C=x .

3 n
Donc, par récurrence : YneN, x, = x2",

Onalimx, =x%=1carx>0.

(c) SoitneN, f(xp+1) = fxi“ = f(xn).
o Analyse : supposons qu'il existe f € £(g).

(d)

- Soit x > 0 d’apres la question précédente, la suite (f(x,)) est constante.
Or f(xp) = f(x).Donc:VneN, f(x,) = f(x).
De plus, comme f est continue, lim f(x,) = f(1). Donc, par passage a la limite : f(x) = f(1).
Donc f est constante sur R**.

— Soit x <0, comme —x >0

fx) = fxH) = f(=x)?% = f(=x) = fQ).

Donc f est constante sur R™*.
— Comme f est continue sur R, f est constante sur R.
Synthese : soit f une fonction constante égale a ¢ € R. Alors f est continue et: Vx € R, f(x) = ¢ = f(g(x)).
Donc f € £(g).
Conclusion : £(g) est 'ensemble des fonctions constantes.

7. Recherche des fonctions continues telles que f(x) = f(e*)

(@) Ona: f(0) = f(e% = f(1).
(b) Soit x <0, f(x) = f(e*) et, comme x <0, e* € [0, 1].

(©

(d)

Onsaitque:VxeR, e*=x+1.Donc:VneN, e¥n = x,+ 1. Ainsi: VR eEN, X,11 = X, + 1 > Xxpy.
Donc (x,) est strictement croissante.
SoitkeN,ona: xg —xp = 1.

n-1 n-1
Donc, soit n e N*, Z (Xps1 — Xp) = Z 1.
k=0 k=0

Donc, par somme télescopique : x,, — xo = 1, d’ol1 X, = Xy + n. Donc :
lim x;, = +o0.

In est continue et strictement croissante sur ] x,+1, X,+2] donc In est bijective de | x;+1, Xp+2] vers 1 In(x,+1),In(x,42)] =

1%, Xpe1l.
Soit x €] X541, Xp4+2],0na: f(nx) = f(elnx) = f(x) et, d’apres le point précédent, In x €] x,, X,,+1].

Montrons que, pour tout 7z € N, il existe une unique fonction f définie sur ] — oo, x,+1], continue sur | — oo, x;,]
qui coincide avec ¢ sur [0, 1] et qui vérifie : Vx €] — oo, x5], f(x) = f(e¥).
- Pour n=0.
* Analyse : Supposons qu'’il existe f définie sur | — oo, 1], continue sur ] — oo, 0] qui coincide avec ¢ sur
[0,1] et qui vérifie : Vx €] — o0, 0], f(x) = f(e¥).
Soit x €] — 00,0], comme e* € [0,1],0n a:

fx) = fe*)=ple".

Et, soit x €]0,1],on a: f(x) = ¢@(x).
f: l1-00,1] —

« Synthese : Posons . { pe®) six<0
. p(x) si x€[0,1].

Alors, comme ¢ est continue :
xli_g)l_ fx) =) =¢0) = f(0) et xllﬂ)l+ f(x)=¢(0) = f(0).

Donc f est continue en 0.
Comme f est continue sur ] — oo, 0], f est continue sur | — oo, 0].
De plus: Vx €] —o00,0], f(x) = @(e*) = f(e*) et f coincide avec ¢ sur [0, 1].

* D’oul'existence et I'unicité de f pour n=0. _

- Soit n € N. Supposons le résultat vrai au rang n. Notons f la fonction obtenue au rang n.

* Analyse : Supposons qu’il existe f définie sur | — oo, x,+2], continue sur | — oo, x,+11 qui coincide avec
@ sur [0, 1] et qui vérifie : Vx €] — oo, X411, f(x) = f(e¥).
Alors f vérifie ces propriétés sur | — 0o, x5,+1] donc, par unicité : Vx €] — oo, xp+11, f(x) = f(x).
Soit x €]x,+1, Xn+2],alors f(x) = f(Inx) avec Inx €]x,, x+1] donc f(x) = f(lnx).



[ 1-00xpi2l — R
» Synthése : Posons { f) SIX < Xpi1

flnx) six>xpq.
Alors f est clairement continue sur ] — oo, X,+1] \ {x,}. De plus, comme f est continue sur ] — oo, X;] :

X

lim f(x) = f(nx,) = Fe™ ) = fxp) = flxn),

X=Xy
Jim f (0 = Fxn) = fxn).

Donc f est continue en x;,.
Ainsi f est continue sur | — oo, X;,+1].
De plus, f coincide avec f donc avec ¢ sur [0, 1].
Enfin,
- Soit x €] — 00, x5, f(x) =f~(x) =f~(ex) = f(x) car e* < xp41.
- Soit x €]xp, Xp+1], f(x) = f(x) = f(In(e¥)) = f(e¥) car e* > xp41.
Donc f convient.
» D’ol]'existence et 'unicité de f aurang n+ 1.
— On a donc montré le résultat par récurrence sur n.
e Comme limx; = +oo, le résultat est vrai sur R, donc il existe une unique fonction f € £(exp) qui coincide
avec ¢ sur [0, 1].
« Ainsi £(exp) est 'ensemble des fonctions ainsi construites qui coincident avec une fonction quelconque ¢
continue sur [0, 1] telle que ¢(0) = p(1).



