Preuve du théoréme des bornes atteintes

Théoréeme de Bolzano-Weierstrass (Hors programme) }

Toute suite réelle bornée admet une suite extraite convergente.

Soit (i) une suite réelle bornée. Il existe M € R* tel que :
VneN,|u,l <M.

On définit les suites (a;) et (b,,) par :
ag=-M, bo =M

an+b
an’ n2 n

an,%b") si
(an+l»bn+1): a,+b .
(%,bn) sinon.

contient une infinité de termes de la suite (1),

1. (a) Montrer que, pour tout n € N, le segment S, = [a,, b,] contient une infinité de termes de la suite (u;,).
(b) Montrer que:VneN, S;+1 € Sp.
(¢c) Montrerque:VneN, b, —a, = 2%1
(d) En déduire que les suites (a;) et (b,) sont adjacentes.

2. Onpose ¢ :N — N telle que:

@p0)=0etVneN,p(n+1)=min({meN, ¢(n) <met uy € Sy+1}).

(a) Montrer que ¢ est bien définie.
(b) Montrer que ¢ est strictement croissante.
(c) Montrer que: VneN, Uyp) € Sy.

3. Conclure.

Théoréme 6 : Théoréme des bornes atteintes }

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Autrement dit, si f : [a, b] — R est continue sur [a, b] avec a < b, alors il existe ¢, d € [a, b] tel que :

Vxela, bl flo) = f(x)=<f(d),

Par définition de la borne supérieure, sup f existe dans R U {+oco}.
4. Montrer qu’il existe (x,) suite de [a, b] telle que lim f(x,) = sup f.
5. Conclure.

Correction

1. (a) e Pourn=0,
Ona:VneN, u, € [-M,M] =Sy donc Sy contient une infinité de termes de la suite (u,,).
« Soit n € N, supposons que le segment S,, = [a,, b,] contient une infinité de termes de la suite (u,,).
—Si an+by
2

contient une infinité de termes de la suite (u;,).

Aanp,

an+b
an’ ﬂ2 n

contient une infinité de termes de la suite (u,).

Alors Spy1 = [ap+1, b1l =
an+by
2

- Sinon, | a,, contient un nombre fini de termes de la suite (u;,) et S,, = [a;,, b,,] contient une infinité

an+b
- n,bl’l

5 contient une infinité de termes de la suite (u;,).

de termes de la suite (u,). donc

Ainsi S;41 = [ans1, bns1l = [ ”";b” , bn] contient une infinité de termes de la suite ().

* Donc, par récurrence, pour tout zn € N, le segment S, = [a,, b,] contient une infinité de termes de la suite

(b) SoitneNlN,
e Si [an, “”;b” contient une infinité de termes de la suite (u;,).
Alors Sp+1 = [an+1, bp+1] = [an, “”Zb"] < [an, bn] = Sn.
e Sinon, Sy+1 =[an+1,bps1] = a";bn;bn c [an, bpl = Sp.

(c) SoitneN,



contient une infinité de termes de la suite (u;,).

+ _
ALOTS byysq — Appq = L2tln a,é = %.

. an+ —a
e Sinon, bp+1 — ap+1 = by — 50 = 28

Ainsi (b, — ay,) est géométrique de raison % Or by — ag =2M donc:

© Si|ay, gt

VHEN,bn—dn:F.

(d e SoitneN, a1 —a; =0o0u b”;“" donc a;+1 —a, =0.
Ainsi (a,) est croissante.
e SoitneN, b1 —b, = “”%b" ou 0 donc by41 — b, <0.
Ainsi (b,,) est décroissante.
o lim(b,—ay) = limz%1 =0.

Donc les suites (ay) et (by,) sont adjacentes.
2. (a) SoitneN, S,+1 contient une infinité de termes de la suite (#,), donc I'ensemble {m e N, ¢(n) < m et u;, € Sp+1}

est un sous-ensemble non vide de N. Il admet donc un minimum.

(b) SoitneN, p(n+1)e{meN, p(n) <metu,, € S,+1}donc: pn) <epn+l).
Ainsi ¢ est strictement croissante.

(c) SoitneN, p(n+1)e{meN, p(n) <met u; € Sy} donc: upp+1) € Spt1-
De plus : uy() = up € [-M, M] = So. Donc :

VneN, Up(n) € Sn.

3. ¢ Comme ¢ :N — N est strictement croissante, alors (Ugp(n)) est extraite de (u,,).
o Comme (a;,) et (b,) sont adjacentes, elles convergent vers une limite commune /.
e Comme VneN, Uy € Sp,ona:
VneN, ay < upm < by.

Ainsi, par théoréme d’encadrement :
lim u(p(n) =1.

e Donc (u,) admet une suite extraite convergente.

4. e SisupfeR.

Soit n€N,ona:sup f— -5 <sup f doncsup f -

1

- n’est pas un majorant de f. Ainsi, il existe x, € [a, b] tel que :

1
fxp) >sup f— 1

Donc: )
VneN,supf—m < f(xp)<supf.

Donc, par théoréeme d’encadrement, lim f(x,) = sup f.
e Sisup f = +oo.
Soit n €N, on a: n n'est pas un majorant de f. Ainsi, il existe x, € [a, b] tel que :

fxp) >n.

Donc:
VneN, n< f(x,).

Donc, par théoréme de comparaison, lim f(x,) = +oco =sup f.
5. e (x,) est une suite de [a, b] donc est bornée. Ainsi d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, (x;) admet une
suite extraite (x,(,)) qui converge vers d € [a, b].
Comme (f (x¢(n)))) est extraite de f(x,), ona:lim f(xym) =sup f.
e Comme f est continue sur [a, b], on a : lim f(xym) = f(d).
e Ainsi:

fld)=supf.

Donc sup f € Rainsi f est majorée et sa borne supérieure est atteinte.



